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目標：利用貝氏的點估計值來提供一個估計主效基因的變異數的更簡便方法；一旦估計值可

被確定，所利用之標識基因可被判斷是否與主效基因有連鎖，再進一步作基因定位分析。方法：

將數量性狀的變異數分成主效基因的變異、主效基因以外的其他遺傳變異和環境的變異等三個成

份來討論，再利用貝氏方法及最大概似法對三個變異數成份作估計以進行統計推論。事後樣本的

取得會利用Gibbs抽樣方法以及Markov chain Monte Carlo法。結果：以核心家庭有兩位子女的情

況作模擬，經由結果顯示，對於主效基因的變異數估計，貝氏方法確實比最大概似估計法較穩定

且精確。結論：相較於最大概似法，貝氏分析確實提供了精確的估計方法，而且本文利用

WinBUGS1.3的程式可以獲得事後機率的樣本，可利用這些事後樣本做進一步的包含機率意義的

統計推論，這是傳統統計方法所無法達到的目標。若是推廣到較複雜的遺傳模式，如主效基因不

只有一個，或者改變事前分配，則此遺傳模式也可以很容易地被改寫，再利用現有統計軟體計算

出結果，作為未來進一步定位之用。(台灣衛誌 2004；23(5)：355-364)

關鍵詞：貝氏統計推論、主效基因、數量性狀、變異數組成模式、Gibbs抽樣方法

Bayesian inference of genetic variance of QTL via variance
component model

Objectives: To estimate more efficiently the variance of the major gene via Bayesian method.

Methods: The variance component model is considered for the quantitative trait. The model com-

prises a polymorphic single major gene, polygene, and a random environmental effect. Two differ-

ent approaches, maximum likelihood and Bayesian estimate, are compared in terms of the estima-

tion of the three variance parameters of interest. The inference of the posterior distribution and

posterior samples of the parameters, particularly the additive variance of the single major gene,

are made via Markov chain Monte Carlo method using WinBUGS1.3. Results: Simulations are

conducted to compare the performance of MLE and Bayesian estimates. Conclusions: The results

show that the Bayesian point estimate, the posterior mode, is more accurate than the MLE. The

posterior variance is also smaller than that of MLE. Compared with the conventional maximum

likelihood estimation, the Bayesian approach is more flexible when a more complex genetic model

is considered. (Taiwan J Public Health. 2004;23(5):355-364 )
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前　　言

數量性狀(quantitative trait)是指表現為連

續型的性狀。以人類來說，雖然都具備相同

的基本特徵，但每一個體在數量性狀上的表

現型值(phenotypic value)各有不同。舉例來

說，身高和體重的測量單位是以公分和公斤

來表示；新陳代謝的速率通常以每分鐘葡萄

糖燃燒的公克數來評估；在糖尿病方面則可

能以胰島素之需求量來做為指標；這些都可

以被視為是數量性狀的例子。

影響數量性狀的遺傳基因在染色體上的

位置稱為數量性狀基因座 (quantitative trait

locus, 簡稱QTL)。至於負責的遺傳基因則可

能是主效基因 ( m a j o r  gene ) 、微效基因

(polygene)或寡基因(oligogene)。主效基因意

指主要負責的數量性狀基因座，可能有一至

三個；微效基因則表示有許多個基因座負

責，其單一基因的效應雖然微小但具有累加

作用，因此對表現型值也會產生連續的變

化；至於寡基因則比微效基因的個數少，也

許是受到三個以上基因座控制。有些文獻會

用QTL來表示主效基因，但本文為避免混淆

起見，會將QTL和主效基因所代表的意義分

別開來；另外，本文所探討的主效基因都是

針對只有一個數量性狀基因座的效應，若是

指二或三個的情形，則會以多個主效基因來

稱之。

目前數量性狀遺傳研究的主要目的之一

是找出控制遺傳疾病的基因在染色體上的位

置，稱之為基因定位(gene mapping)。主要的

方法是利用連鎖分析(linkage analysis)來檢定

已知的性狀基因與主效基因兩者在染色體上

的位置是否靠的很近。任何已知的性狀基因

都可廣義的稱為標識基因(marker)，其本身的

特徵容易看得見也可以被找到，例如簡單的

血型或眼睛的顏色；另外如單一核 酸多型

性(single nucleotide polymorphisms，簡稱

SNPs)，或是大小介於90∼370bp的微衛星標

記(microsatellite marker)也都常被用來作為基

因體搜尋 (genome search)或是基因體連鎖

(linkage)的標識基因。有些遺傳研究利用這

些標識基因來作相關分析(association study)，

找出與疾病有相關的位置，再進一步做更高

密度的偵測[1-3]；另一些遺傳研究則以連鎖

分析來檢定標識基因與主效基因是否有連

鎖，若有連鎖則可以利用此標識基因來進一

步找到主效基因的確切位置[4,5]。

已發展的連鎖分析主要可分為兩大類，

一是利用同胞對 (sib-pair)的數量性狀表現型

值差異的平方與標識基因的IBD (identical by

descent)估計值作迴歸分析[6]，此方法主要的

貢獻在於利用同胞對設計觀念來做數量性狀

分析。必須具備的假設條件包含此主效基因

不受其它基因座干擾、遺傳率(heritability)必

須夠大、對偶基因(alleles)間無交互作用等，

則兩基因的連鎖可能會使得同胞對間的 IBD

估計值與表現型值差異的平方有相關[7]。另

一類做法是以傳統的變異數成份分析法

(variance component method)將數量性狀的變

異數分割成不同的成份來討論其個別貢獻)[7,

8]，本文也採用這個統計模式，假設數量性

狀同時受到主效基因、以及主效基因以外的

遺傳效應和環境因素的控制[8]。過去的文獻

利用傳統線性模式的推論方法來檢定主效基

因的變異數是否存在，利用標識基因進行測

定，針對標識基因座來估計未知之主效基因

的IBD，再進一步檢定該主效基因變異數是

否存在；若是存在則代表該標識基因與主效

基因有連鎖，可進一步在標識基因附近做更

小範圍的搜尋，以定位主效基因。然而，這

種方法會受制於變異數估計的好壞，也不能

提供具機率概念的描述，在資料型態較複雜

時(如家族大小差距大或親等較多時 )，也不

容易對主效基因的變異數得到合理的推論。

因此，本文希望利用貝氏統計的優點以及貝

氏統計計算的方便性，來對主效基因的變異

數做推論。本文主要針對單一主效基因的遺

傳模式來作為討論的對象，希望以此一簡單

的模式為例，說明並提供一個貝氏的統計方

法。
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材料與方法

數量性狀之變異數組成模式

本文所探討的數量性狀以混合模式

(mixed model)來建構，亦即遺傳模式中包含

主效基因和微效基因。假設I個家庭中各有n
i

位成員，y
ij
代表第i個家庭第j位成員的數量性

狀表現型值，利用混合模式來建構數量性狀

表現型值為

y
ij
＝ ＋q

ij
＋g

ij
＋e

ij
　i＝1，2，⋯I；j＝1，2，⋯n

i

其中， 代表整體的平均值，q
ij
代表第i

個家庭第j位成員的主效基因對於表現型值的

效應(major gene effect)；g
ij
代表第i個家庭第j

位成員的殘留遺傳效應 (residual  genetic

effects)，也就是主效基因以外的其他遺傳效

應；e
ij
代表第i個家庭第j位成員的環境隨機效

應(random environmental effect)。

若全部 I個家庭的數量性狀以 y向量表

示，則全體資料可表示為y＝(y
1
,y

2
,...y

I
)t

i×1
，

其中，第i個家庭n
i
位成員的資料以矩陣型式

呈現為

yi1

yi2

yini
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即

yi＝ ＋qi＋gi＋ei　i＝1，2，⋯I

其中主效基因q
i
的期望值為0，變異數為

；其他主效或微效基因效應為g
i
；至於e

i

則代表環境的隨機效應。

假設家庭內的數量性狀表現型值服從多變量

常態分配，表示為y i q
2 , g

2, e
2 ~ MVN (µ,

i
)，

則第i個家庭的期望值為 ＝( ， ，⋯ )t
ni×1

，

共變異數矩陣記作 Σ i ＝ q
2
＋ Ri g

2 ＋

Ii e
2，此為變異數組成模式(variance compo-

nent model)。

本文先考慮最簡單的情形是主效基因座

上有兩個對偶基因A和a，令r和s分別為A和a

的基因頻率(gene frequency)，且r＋s＝1，則

產生三種可能的基因型組合分別為AA、Aa

和a a 。在哈溫平衡 ( H a r d y - W e i nb e r g

equilibrium)條件下，基因型頻率分別為r2、

2rs和s2，對應各基因型的基因型值分別為t、

0和-t，在此是假設主效基因的遺傳效應只含

累加性效應 (additive effect)，而顯性效應

(dominance effect)設定為零。假設基因之間或

基因與環境之間互不影響，亦即q、g和e是不

相關的隨機變數，期望值皆為零。若變異數

q
2表示來自於主效基因的變異，由前述所假

設的基因型頻率和基因型值可求得母體平均

值為t(r－s)，再將基因型值表示成偏離母體

平均值，分別為2ts、-t(r－s)、-2tr，利用平

移後的基因型值就可以得知 q
2＝2t2rs。變異

數 g
2表示來自於主效基因以外的其他遺傳變

異； e
2為環境的變異。根據上述定義，則第

i個家庭的資料為yi＝ ＋qi＋gi＋ei，其中q
i
的

期望值為0，變異數為 q
2
。此處g

i
的代表

除了主效基因以外的其他遺傳效應，可能是

微效基因效應或是其他的主效基因效應；因

此，g
i
服從多變量常態分配 (期望值為零向

量，變異數矩陣為Ri q
2 )應是合理的假設。

至於環境的隨機效應，一般而言，也假設e
i
服

從多變量常態分配(期望值為零向量，變異數

矩陣為Ii q
2 )。利用三個變異數的係數來描述

家庭內成員之間的相似性，其中 表示標識

基因座的IBD比例估計值矩陣(IBD proportion

estimated matrix)；R
i
表示親屬關係係數矩陣

(coefficient of relationship matrix)[9]；I
i
則代

表單位矩陣(identity matrix)，主對角線上的元

素為 1 。以下會將數量性狀的變異數分成

q
2、 g

2和 e
2三個成份來討論，這三者也就

是所謂的變異數成份。在檢定 q
2是否為零的

情況下，即同義於檢定連鎖是否存在。

貝氏方法的參數估計

貝氏統計的想法認為未知的參數含有不

確定性(uncertainty)，必須利用一個機率分配

來描述，此機率分配稱為事前分配 (p r io r

distribution)，再結合目前收集的資料以產生

事後分配(posterior distribution)，藉由事後分

配來更新對此未知參數的了解；貝氏推論

未命名-7 3/24/1905, 1:43 PM357
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(Bayesian inference)是建立在事後分配上，其

定義為

P y( ) =
f y( ) ( )

f y( ) ( )d∫
其中分子的部分為概似函數乘以事前分配，

分母的部分稱為y的邊際機率。以本文來說，

概似函數為多變量常態分配連乘， 接下來對

於概似函數的符號，都以 L y( )表示，其中

有興趣的參數 為 q
2、 g

2和 e
2三個相互獨

立的變異數；利用Jefferys’ prior的想法[10]，

假設其事前分配分別服從 IG( k ， k )分配

(inverted gamma distribution)，記作

( )＝ 1 q
2( ) 2 g

2( ) 3 e
2( ) ~ IG k, k( )

k
∏ 　k＝1，2，3

由於 IG分配中隨機變數的定義範圍與

q
2、 g

2和 e
2的值域符合，藉由IG分配中參

數( ， )的改變來呈現不同形式的分佈狀

況，也可以有不同的期望值和變異數。

在觀察到所有資料之下，事後分配可寫

為

p q
2 , g

2 , e
2 y( )＝

L q
2, g

2 , e
2 y( ) 1 q

2( ) 2 g
2( ) 3 e

2( )
L q

2, g
2, e

2 y( ) 1 q
2( ) 2 g

2( ) 3 e
2( )d q

2d g
2d e

2∫∫∫
上式中分母的積分並沒有明確的解，因

此，將採用Markov chain Monte Carlo (MCMC)

方法中常用的Gibbs sampling來生成事後分配

的樣本來做推論。藉由Gibbs抽樣方法只需要

建立所有參數的條件機率即可，細節可見附

錄一。在以下的貝氏推論中，都會使用Gibbs

抽樣方法以及統計軟體WinBUGS 1.3 [11]求

得事後樣本，再據以求得眾數 (mode)作為點

估計值。

最大概似法

本文另一種作為比較用的參數估計方式

為最大概似法，先將概似函數取為自然對數

logL，再利用此自然對數的一階偏微分代入

牛頓法進行迭代求解，直到收斂為止，這樣

就可以得到最大概似估計值，其它的細節可

在附錄一找到。

結　　果

家庭資料之模擬

以核心家庭有兩位子女 (不含同卵雙胞

胎)的情況作資料模擬，並且比較貝氏方法和

最大概似法的參數估計效果。假設感興趣的

遺傳疾病其主效基因位在體染色體上但是觀

察不到，假定有一標識基因和主效基因有連

鎖，即在染色體位置上靠得夠近，近到其中

間沒有發生交換，則此標記基因的有些遺傳

行為應可推估此主效基因的遺傳行為[8]。標

識基因座內含兩個對偶基因A和a，假設對偶基

因的基因頻率可以事先得知，分別為r＝p(A)＝

0.75和s＝p(a)＝0.25。有三種可能的基因型組

合為AA、Aa、aa，在沒有顯性效應的存在

下，基因型值分別為t、0和-t。

本文以50個家庭為考量，每個家庭有四

位成員，父母及兩位子女。先前已假設每個

家庭內的數量性狀表現型值服從多變量常態

分配，表示為y i q
2 , g

2, e
2 ~ MVN ( , )，由

於期望值 不是本文主要探討的參數而被視

為是干擾參數(nuisance parameter)，所以假設

每個家庭的期望值為已知的固定數值，以

＝(0,0,0,0)t
4×1

表示；這個假設使得實際上在

估計真正感興趣的參數時計算較為簡單。

另外，由附錄一可知共變異數矩陣 i ＝

＋Ri g
2 ＋Ii e

2 中，必須先清楚地定義

、R
i
及I

i
。其中R

i
根據Crow and Kimura [9]

可得知，親代與子代間的親屬關係係數以及

同胞對之間的親屬關係係數皆為1/2；I
i
為對

角線上元素為1的單位矩陣；複雜的是標識基

因的IBD比例估計值矩陣 ，為了簡化模式

以進行對主要參數的估計，引用Haseman and

Elston [6]中的表格二，在父母親的基因型已

知的情形下，將家庭內兩兩成員間的 IBD比

例估計值列於表一，其中第一行代表親代的

六種交配型(mating type)；每一種交配型所對

應的交配型頻率(邊際機率 )列於第二行，總

和為1。在每一種交配型下所產生的子代基因

型如第三行所示；子代基因型所對應的子代

基因型頻率 (條件機率 )列於第四行。將邊際
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機率乘以條件機率的聯合機率如第五行所

示。由於對偶基因的基因頻率已事先假設為r

＝0.75和s＝0.25，代入第五行可以求得聯合

機率值列於第六行。子代之間 IBD數目等於

0、1、2的機率，以 f
0
、f

1
、f

2
表示，列於第

七、八、九行。而子代之間的 IBD比例估計

值，以 ˆ 
i,sib 表示於第十行；算法是先將 IBD

數目0、1、2調整為0、1/2、2/2的IBD比例

(proportion)，再乘以其對應的機率，即 ˆ 
i,sib

＝1/2×f
1
＋f

2
。第十一行代表親代和子代之間

的IBD比例估計值，以 i, ps 表示。由於親代

和子代之間的IBD數目只有等於1的情況，因

此 i, ps ＝1/2。最後，再將第十行和第十一行

彙整成五種情況。因此，模擬的50個家庭就

會隨著五種親屬間的IBD比例估計值的機率

而有不同的 ，隨著不同的 而有不同的共

變異數矩陣。至此，數量性狀分配中的平均

數和變異數的係數定義完成。

最後，給定三個變異數真值就可進行家

庭資料模擬。由於先前有計算主效基因的變

異 q
2＝2t2rs，其中r和s已知為0.75和0.25，

因此， q
2為t的函數，若 t為1、 2 、 3 和

2 3 ，則 q
2 為0.375、0.75、1.125和2.5。

由於模擬的目的在比較三個參數於不同的

真值之下，估計方法的準確性，又 q
2 為主

要探討的參數，因此，最後以參數間不同

的相對大小關係來選擇四組真值，並利用

q
2 ／( q

2 ＋ g
2 ＋ e

2 )來計算數量性狀的遺

傳率(heritability, h2)，如表二所示，在每一

組真值下，利用統計軟體 SAS 6.12從多變

量常態分配中隨機抽取 20筆資料，假設每

筆資料中有 50個家庭，即隨機生成 1000個

家庭。

參數估計

利用模擬的家庭資料來估計變異數組成

模式中的三個未知參數 q
2、 g

2及 e
2。方法

之一為最大概似法，藉由牛頓法來逼近參數

的MLE，以S-PLUS完成這些複雜的迭代運

算；方法之二為貝氏方法，利用統計軟體

WinBUGS1.3 (windows version of BUGS)

[11] ，在給定概似函數及參數的事前分配

下，即可模擬生成事後機率樣本，再利用事

後機率樣本的機率分配來找出發生機率最高

的參數值，稱為posterior mode。假設 q
2、

g
2 及 e

2 的事前分配分別服從 IG( ， )分

配，並選取 ＝1且 ＝6，使得分配的形狀

較扁平，也就是對事後分配的影響較微小。

最後，根據表二在四組不同真值設定下，模

擬20筆多變量常態分配的資料，且每筆資料

包含50個家庭，則每筆資料的MLE及posteri-

or mode的估計結果統整成圖，但此處只列出

前兩種情形於圖一至圖二，後面兩種情況的

結果類似，故不特別列出。另外，若MLE收

斂至負值，圖形中就以零替代。

整體而言，在不同真值的設定下，貝氏

方法都比最大概似法估計較穩定。從表的數

據中也顯示MLE的標準差比事後機率的標準

差大，也就是貝氏方法的估計較接近真值。

從圖形可以看出對於 q
2 和 g

2 的估計，貝氏

方法不但估計較穩定且較接近真值。對於 e
2

的估計，兩種方法都不錯。在估計 q
2 和 g

2

時，MLE出現負的頻率很高。例如在真值設

定為 q
2＝1.125、 g

2＝1.125之下，20次的估

計結果中有9次MLE為負值，根據過去文獻

可知這是在變異數值較小的情況下，估計值

容易落到邊界以外之故。

表二　三個參數的真值及遺傳率

h2
q
2

g
2

e
2

16.7% 1.125 1.125 4.5

14.3% 1.125 2.5 4.5

11.1% 1.125 4.5 4.5

24.1% 2.5 4.5 3.375
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replication replication

replication replication

replication replication

圖一　20筆資料各50個家庭在真值為 q
2 ＝

1.125、 g
2＝1.125、 e

2 ＝4.5的估計結果。

Y軸表該變異數之估計值。

圖二　20筆資料各50個家庭在真值為 q
2 ＝

1.125、 g
2＝2.5、 e

2＝4.5的估計結果。Y軸

表該變異數之估計值。
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討　　論

本文的主要目的在提供一個方法，可以

將主效基因的變異數估計的更準確。相較於

最大概似法，貝氏分析確實提供了精確的估

計方法，而且本文利用WinBUGS1.3的程式

可以獲得事後機率的樣本。若是推廣遺傳模

式，如主效基因不只有一個，或者改變事前

分配，則此WinBUGS1.3的程式也可以很容

易地被改寫，亦或是利用前面所列出的所有

條件機率函數，以及Gibbs抽樣方法或其它

MCMC的方法來得到事後機率樣本以進行統

計推論。統計方法的簡便與穩定性可以提高

推論結果的可信度；例如，此處在得出主效

基因變異數的事後分配之後，若其大於零的

機率很高，代表有連鎖，則研究者會有較高

的信心在標識基因的附近做進一步較小區域

的搜尋或基因定位。

為了比較兩種估計方法，本文利用模擬

來檢視其估計的效果。經由模擬結果顯示，

在不同真值的選擇下，貝氏方法都比最大概

似法估計較穩定且較接近真值。這是因為貝

氏分析中，除了概似函數的訊息，會對欲探

討的參數利用事前分配來描述，使得事後分

配受到事前分配和概似函數影響，估計結果

會較穩定。另外，貝氏方法所能提供的不只

有點估計而已，在這裡我們可以利用 Gibbs

sampling所得到的樣本求得某區間分布的機

率，例如該主效基因變異數大於零的機率或

是該變異數落在某區間的機率；這些都是

MLE無法做到，屬於貝氏方法的優點。

以貝氏分析而言，參數的事前分配選擇

是一門學問 [12]，由於遺傳變異和非遺傳變

異存在一些不確定性的影響，使得事前很難

對參數有夠多的信念，所以，參考過去研究

中探討關於常態分配中變異數的事前分配，

採用Jefferys’ prior的想法為Inverted Gamma分

配，在模擬中給定三個參數的事前分配皆為

IG(1,6)，若考量三個參數的性質不同時，應

該要改變IG分配中的參數來呈現不同形式的

分佈狀況。以最大概似估計法而言，由於估

計的三個參數皆為變異數且可能落在參數空

間的臨界處(boundary)，使得牛頓法的迭代運

算會收斂至負值，從某些模擬的結果看來，

遺傳效應的變異數出現負值的頻率很高，這

種情況在傳統統計有關變異數估計中認為是

因為真值不夠大，也只建議以零值代替。傳

統統計的文獻之中就已經發現變異數成份的

MLE估計不穩定，因此本文不以MLE的估計

法為主軸，只是拿它來比較而已，未來亦可

針對MLE再做進一步的研究。另外，q與g的

變異數之和可能會因為是常態分配之和(仍為

常態)且為同一類(連續)的變異，而有穩定的

估計值，但卻不能解決目前以q的變異數為推

論對象的問題。因此，我們正在進行的另外

一項研究是以貝氏方法和 restricted MLE比

較，並且將q與g的變異數差距拉大，以比較

二者的表現。

再者，目前的遺傳研究著重在疾病基因

的探討，由於一些慢性疾病會同時受到主效

基因和微效基因所控制，因此，本文以混合

模式來建構數量性狀表現型值。在簡化模式

的考量下，主效基因只含累加性效應，亦即

顯性效應的部分為零，此假設的確可以減少

參數的維度，但忽略這部份的遺傳訊息可能

無法反應真實的情況[13]。再者，假設主效

基因座帶有兩個對偶基因，在哈溫平衡條件

下，只有三種基因型，則主效基因屬於多項

分配(multinomial)，導致數量性狀的分布可能

違反常態分配的假設，以致於在進行統計推

論時，產生較大的型一誤差。關於這點，可

以參考Blangero等人[14]所提出的robust LOD

score的估計法；另外，Amos [8]利用General-

ized estimating equations (GEEs)的方法只需

要設定一階及二階動差，不受限於數量性狀

服從多變量常態分配的假設。若是考慮一個

主效基因含多個對偶基因或是有多個主效基

因會影響數量性狀，則主效基因服從常態分

配會是合理的假設。不過，儘管如此，在多

個主效基因影響數量性狀的情形下，要考慮

比較多的參數而且遺傳模式會複雜許多。最

後，在共變異數矩陣中用來描述主效基因的

變異是觀察標識基因座得來的 IBD比例估計

值矩陣，除了引用Haseman and Elston [6]中

的表格二歸納出五種情形，亦可以參考 Al-

masy and Blangero [15]的建議，或是在模式
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中納入互換率並估計之，或以動差(moments)

來估計；這幾點皆可供未來繼續研究之參考。
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附錄一

本文的概似函數為多變量常態分配連乘， 若使用Gibbs抽樣方法只需要建立所有參數的條件

機率 (full set of conditional probabilities) 即可使用，亦即

P q
2 y, g

2 , e
2( )，P g

2
q
2 ,y, e

2( )，與P e
2

q
2 ,y, g

2( )
這些條件機率可藉由拉普拉斯法(Laplace’s method)[16]得到近似值。此三個參數的條件機率

得知後，藉由迭代抽樣來得到一組事後機率的樣本且此樣本就相當於來自三個參數的聯合機率

分配P q
2 y, g

2 , e
2( )。

在最大概似法中，先將概數函數取自然對數為

logL＝−
N

2
log(2 )－

1

2
log i

i =1

I

∑ －
1

2
y i −( )t

yi −( )
i

−1∑[ ]
i =1

I

∑
其中N為全部的觀察值個數，y

i
和 皆為n

i
×1的矩陣，Σ i 為n

i
×n

i
的矩陣。則對數概似函數

logL對參數的一階微分式[17,18]如下

log L

q
2 = −

1

2
tr i

−1 ˆ 
i( ) +

1

2
yi −( )t

i
−1 ˆ 

i i
−1 yi −( )[ ]

i=1

I

∑
i=1

I

∑

log L

g
2 = −

1

2
tr i

−1Ri( ) +
1

2
y i −( )t

Σ i
−1R i i

−1 yi −( )[ ]
i =1

I

∑
i=1

I

∑

log L

e
2 = −

1

2
tr i

−1( ) +
1

2
yi −( )t

i
−1

i
−1 y i −( )[ ]

i=1

I

∑
i=1

I

∑
若U表示概似函數的一階微分矩陣，則令U＝0，可以求得最大概似估計值(MLE)。但是多維

度常態分配的對數概似函數微分後的型式較複雜，在這裡無法找到概似函數確切的解 (closed-

form solution)，可藉助數值分析方法中的牛頓法 (Newton-Raphson algorithm)，利用迭代方式來

求解，直到收斂為止，如此就可獲得此三個參數的最大概似估計值。


