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軟物質力學的理論與實驗研究—磁流變流體理論研究與顆粒材料

受力下之沉陷、分離與流動(II) 
Theoretical and experimental researches on the mechanics of soft matters – on 
the theory of magnetorheological fluids and on the settlement, separation and 

flow of granular materials under the influence of vibration (II) 
計劃編號：NSC-95-2211-E-002-451 

計畫期限：95 年 8 月 1 日至 96 年 7 月 31 日 

主持人：陳國慶 副教授  臺灣大學應用力學研究所 

 

一、 中文摘要 

 

軟物質為近年來學界所日益重視之材

料，其範例為液晶、聚合物、電流變流體、

磁性流體、肥皂泡、血液、顆粒材料等等，

其中磁流變流體與顆粒材料在土木工程領

域之阻尼元件與結構材料的應用上具有其

重要性。本研究計畫以顆粒材料為分析之

對象，由實驗途徑，我們分析顆粒材料在

受到垂直振動下之沉陷、大小顆粒分離與

流動的複雜行為，其中大小顆粒在振動下

之聚集、分離與振盪的課題，我們做了一

些先驅性之討論。 

 

關鍵詞：顆粒材料、巴西堅果效應、顆粒

振盪 

 

Abstract 
 

Soft matters, which include liquid 
crystals, polymers, electro-rheological 
fluids, magnetic fluids, soap bubbles, 
bio-membranes, and granular materials, and 
so on, have received much academic 
attention recently. Among them, 
magnetorheological fluids and granular 
materials are of particular importance in the 
applications of dampers and structural 
materials to the area of civil engineering.  
In this project, we focus on the studies of 
granular materials and perform several 
experimental works on the complicated 
responses of granular materials. In the 

experiments, we observe the phenomena of 
the settlement, segregation, and flow of 
granular materials under the influence of 
vertical vibrations. Among them, we have 
perform a pioneering work on the granular 
clustering, separation, and oscillation. 

 
Keywords: Granular materials, Brazil-nut 

effect, Granular oscillation 
 
二、緣由與目的 

 

顆粒氣體的特性之一乃為其氣體粒子

在彼此碰撞之後，會『自發性』的聚集為

密集區與疏鬆區。此處所述的『顆粒氣體』

並不是氣態，而是宛如氣體分子一般，能

夠在系統中『自由運動』的『固體顆粒』，

好比是漂浮在空氣中的塵埃。顆粒產生聚

集現象的原因，是非彈性碰撞造成能量消

散，此時回復係數 e 範圍為0 1e≤ < ；於

完全彈性碰撞時， 1e = ，顆粒不會產生聚

集行為。顆粒自發性聚集現象，又被稱為

『馬克士威爾惡魔效應』。然而，直到 1991
年之後，才有學者以電腦模擬方式研究顆

粒聚集現象。 1996 年， Schlichting 與

Nordmeier 透過垂直振動實驗，證實顆粒聚

集現象存在。1999 年，Eggers 提出通量模

型，以相當簡化的方程式解釋顆粒聚集現

象。2005 年，Lambiotte 等人混合兩種尺寸

的顆粒，進行顆粒氣體二維模擬時，發現

大小顆粒來回震盪現象。由於顆粒來回震

盪所需時間相當穩定，具有固定週期，故

將此物理現象命名為『顆粒鐘』（granular 
clock）。2006 年 10 月，Viridi 等人首次以
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實驗方式證實顆粒鐘現象確實存在。他們

將大小兩種尺寸的玻璃珠，放置於以隔板

二等分之狹窄容器中，進行垂直振動實

驗。為了更深入研究顆粒鐘現象，在參考

Viridi 的實驗後，我們將實驗容器自原本的

二等分（二格）增加一格，進行三格容器

實驗，發現前人未曾察覺之豐富現象。本

研究亦設計了一個四等分容器，進行四格

容器實驗，以驗證新發現的物理現象。 
 

三、結果與討論 
 

本實驗儀器架設於水平光學桌上，並

以水平量測儀校正確保實驗容器呈現水平

狀態。實驗設備包含六部分，分別是（一）

振動系統；（二）量測系統；（三）實驗

容器；（四）實驗顆粒；（五）影像擷取

系統；（六）抗靜電器材。 
實驗採用一系列 AFBMA 500 級無磁

性不鏽鋼珠，直徑公差 0.0005 英吋，圓度

公差 0.0005 英吋，相互公差 0.001 英吋，

在直徑 2mm 下誤差僅 0.635％。實驗採用

的不鏽鋼珠直徑分別為 6mm，5mm，4mm，
3mm，2mm 與 1.5mm。 
 

 
圖 3-1 三格容器實驗設計尺寸 

 

分析比較實驗結果，可知欲產生顆粒

鐘現象，有諸多限制。首先，大鋼珠直徑

至少要是小鋼珠直徑的兩倍以上。次之，

系統必須非常狹窄，亦即容器前後縱深必

須是大顆粒直徑兩倍以下（在縱深 7.5mm
的三格容器中，配置 3mm 與 1.5mm 的鋼

珠，無法產生顆粒鐘現象）。此外，大小

顆粒混合體積不可過少，於容器單一區域

堆疊的高度，至少要超過隔板高度一半。

產生明確顆粒鐘現象所需的大小鋼珠粒數

比，目前尚未明瞭，仍須以實驗測試後方

可得知。我們曾嘗試將振動頻率增加至

30Hz，結果鋼珠在容器中劇烈運動，正面

觀察時不再是自由落體，而像是落葉一般

緩慢上升下降。此時，側面觀察容器，可

看到顆粒在容器縱深前後兩端，以 Z 字形

快速來回碰撞。最後，本研究決定以 4mm
鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 170 顆，系統振幅

4mm，振動頻率 20Hz 做為三格容器實驗的

基準組，此時系統振動加速度約為 6.44g。 
 

實驗步驟 
（1）在三格壓克力容器內部塗佈抗靜電

液，並擦拭乾淨。將容器鎖在振動台

上，以水平量測儀確認水平。 
（2）將 ProBal II 儀器架設完畢，並固定加

速規於壓克力容器底座，以便量測系

統振幅。 
（3）均勻混合 4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼

珠 170 顆，置入三格壓克力容器左區

後，蓋上容器頂蓋。 
（4）以信號產生器輸入振動台 20Hz 正弦

波訊號，調整信號大小使振幅為

4mm。當大小顆粒首次聚集至容器另

一個區域時，開始紀錄（不取第一次

聚集的數據，因其包含振幅自 0mm
增加至 4mm 的暫態）。紀錄每次顆

粒聚集耗費的時間與聚集發生的區

域（容器自左至右分別是左區、中

區、右區，如圖 5-1）。 
（5）紀錄 10 次聚集後，停止實驗。將鋼

珠取出接地，並用抗靜電槍噴灑容器

內部去除靜電。 
（6）重複步驟（3）至（5）。每完成 60

次聚集清洗烘乾鋼珠一次，每完成

500 次聚集重新於壓克力容器內部塗

佈抗靜電液一次。實驗初始狀態，分

別將所有鋼珠放置在容器左區 33
次、中區 34 次、右區 33 次。因此，

每組混合顆粒會進行 100 次實驗，得
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到 1000 次聚集的實驗數據。 
（7） 混合 5mm 鋼珠 13 顆與 2mm 鋼珠

170 顆，重複步驟（6）。 
（8）混合 6mm 鋼珠 7 顆與 2mm 鋼珠 170

顆，重複步驟（6）。 
（9） 混合 4mm 鋼珠 25 顆與 2mm 鋼珠

187 顆，重複步驟（6）。 
（10）混合 4mm 鋼珠 25 顆與 2mm 鋼珠

204 顆，重複步驟（6）。 
 

實驗結果 

    三格容器實驗照片請見圖 3-2。此組實

驗混合 4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 170 顆

於容器右區，系統振幅 4mm，振動頻率

20Hz。圖自左至右分別為靜止狀態（第 0
秒）；大小顆粒左右分離（第 28 秒）；大

顆粒追隨至小顆粒聚集區（第 68 秒）；所

有顆粒聚集於左區（第 91 秒）。 
 

 
圖 3-2 三格容器實驗照片 

 

 

3.1 不同大顆粒直徑 
（一）4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 170 顆 

混合 4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 170
顆，整理 1000 次聚集實驗數據。將左至中、

左至右、右至中、右至左四行數據合計為

『外側』，代表所有顆粒原本聚集於容器

外側；中至左、中至右二行數據合計為『內

側』，代表所有顆粒原本聚集於容器內側。

整理過後如圖 3-3： 
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圖 3-3 4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 170 顆，

內外側時間差異 
 
    由圖 3-3 可看出，所有顆粒離開外側

聚集區需要的時間，明顯大於離開內側聚

集區耗費的時間。統整 1000 次聚集的數

據，可知顆粒離開外側聚集區平均耗時

78.69 秒，離開內側聚集區平均耗時 31.96
秒，（離開外側/離開內側）聚集區時間比

值為 2.46。此外，觀察六種顆粒聚集區移

動狀況（左至中、左至右、中至左、中至

右、右至中、右至左），可以發現聚集區

跳過一個隔板（左至中、右至中、中至左、

中至右）的機率大致相等，約在 18.7％上

下；而跳過兩個隔板（左至右、右至左）

的機率約為 12.6％，如圖 3-4 所示。 
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圖 3-4 4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 170 顆，

六種聚集區移動機率 
 
（二）5mm 鋼珠 13 顆，2mm 鋼珠 170 顆 

混合 5mm 鋼珠 13 顆（5mm 鋼珠 13
顆與 4mm 鋼珠 25 顆體積相當），2mm 鋼

珠 170 顆，整理 1000 次聚集實驗數。將左

至中、左至右、右至中、右至左四行數據

合計為『外側』，代表所有顆粒原本聚集
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於容器外側；中至左、中至右二行數據合

計為『內側』，代表所有顆粒原本聚集於

容器內側。整理過後如圖 3-5： 
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圖 3-5 5mm 鋼珠 13 顆，2mm 鋼珠 170 顆，

內外側時間差異 
 
    同樣的，所有顆粒離開外側聚集區需

要的時間，明顯大於離開內側聚集區耗費

的時間。統整 1000 次聚集的數據，可知顆

粒離開外側聚集區平均耗時 50.46 秒，離開

內側聚集區平均耗時 23.99 秒，（離開外側

/離開內側）聚集區時間比值為 2.10。此外，

聚集區跳過一個隔板（左至中、右至中、

中至左、中至右）的機率大致相等，約在

17.5％上下；而跳過兩個隔板（左至右、右

至左）的機率約為 15％，如圖 3-6 所示。 
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圖 3-6 5mm 鋼珠 13 顆，2mm 鋼珠 170 顆，

六種聚集區移動機率 
 
（三）6mm 鋼珠 7 顆，2mm 鋼珠 170 顆 

混合 6mm 鋼珠 7 顆（6mm 鋼珠 7 顆

與 4mm 鋼珠 25 顆體積相當），2mm 鋼珠

170 顆，整理 1000 次聚集實驗數據。將左

至中、左至右、右至中、右至左四行數據

合計為『外側』，代表所有顆粒原本聚集

於容器外側；中至左、中至右二行數據合

計為『內側』，代表所有顆粒原本聚集於

容器內側。整理過後如圖 3-7： 
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圖 3-7 6mm 鋼珠 7 顆，2mm 鋼珠 170 顆，

內外側時間差異 
 
    同樣的，所有顆粒離開外側聚集區需

要的時間，明顯大於離開內側聚集區耗費

的時間。統整 1000 次聚集的數據，可知顆

粒離開外側聚集區平均耗時 27.45 秒，離開

內側聚集區平均耗時 13.35 秒，（離開外側

/離開內側）聚集區時間比值為 2.06。此外，

聚集區跳過一個隔板（左至中、右至中、

中至左、中至右）的機率大致相等，約在

16.5％上下；而跳過兩個隔板（左至右、右

至左）的機率約為 17.1％，如圖 3-8 所示。 
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圖 3-8 6mm 鋼珠 7 顆，2mm 鋼珠 170 顆，

六種聚集區移動機率 
 
    這一系列實驗的控制變因為大顆粒直

徑，而大顆粒總體積大致相等。比較這三

組實驗結果，可知當大小顆粒直徑比愈
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大，完成聚集所需的時間愈短，如圖 3-9、
3-10 與 3-11。此外，（離開外側/離開內側）

聚集區時間比值也隨之愈來愈小，如圖

3-12。顆粒聚集區移動兩格的機率也會愈

來愈高，甚至超過移動一格的機率。圖 3-13
為顆粒離開外側聚集區時，移動兩格的機

率，隨大顆粒粒徑增加上升。同樣是離開

外側聚集區，顆粒聚集區移動二格耗費的

時間，會略大於移動一格耗費的時間，如

圖 3-14。 
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圖 3-9 不等大顆粒直徑，離開外側聚集區

時間 
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圖 3-10 不等大顆粒直徑，離開內側聚集

區時間 
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圖 3-11 不等大顆粒直徑，離開內、外側

聚集區所需平均時間 
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圖 3-12 不等大顆粒直徑，（離開外側/離

開內側）聚集區時間比值 
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圖 3-13 不等大顆粒直徑，離開外側聚集

區，移動不等格數的機率 
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圖 3-14 不等大顆粒直徑，離開外側聚集

區，移動不等格數的時間 
 

3.2 不等小顆粒粒數 
（一）4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 170 顆 

吾人仍以此組實驗數據為基準組，詳

情請參照前文。 
 
（二）4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 187 顆 

我們增加小顆粒粒數 10％，即混合

4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 187 顆。整理
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1000 次聚集實驗數據。表左側為所有大小

顆粒完成聚集所需時間。整理過後如圖

3-15： 
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圖 3-15 4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 187

顆，內外側時間差異 
 

    同樣的，所有顆粒離開外側聚集區需

要的時間，明顯大於離開內側聚集區耗費

的時間。統整 1000 次聚集的數據，可知顆

粒離開外側聚集區平均耗時 65.55 秒，離開

內側聚集區平均耗時 27.53 秒，（離開外側

/離開內側）聚集區時間比值為 2.38。此外，

聚集區跳過一個隔板（左至中、右至中、

中至左、中至右）的機率大致相等，約在

19.3％上下；而跳過兩個隔板（左至右、右

至左）的機率約為 11.5％，如圖 3-16 所示。 
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圖 3-16 4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 187

顆，六種聚集區移動機率 
 
（三）4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 204 顆 

我們增加小顆粒粒數 20％，即混合

4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 204 顆。整理

1000 次聚集實驗數據。整理過後如圖 3-17： 
 

1~
10

11
~

20

21
~

30

31
~

40

41
~

50

51
~

60

61
~

70

71
~

80

81
~

90

91
~

10
0

10
1~

11
0

11
1~

12
0

12
1~

13
0

13
1~

14
0

14
1~

15
0

15
1~

16
0

16
1~

17
0

17
1~

18
0

18
1~

19
0

19
1~

20
0

20
1~

21
0

21
1~

22
0

0
2 0
4 0
6 0
8 0

1 0 0
1 2 0
1 4 0
1 6 0
1 8 0
2 0 0
2 2 0
2 4 0
2 6 0
2 8 0
3 0 0
3 2 0

tim
es

t im e  (s e c .)

 o u ts id e
 in s id e

 
圖 3-17 4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 204

顆，內外側時間差異 
 
    同樣的，所有顆粒離開外側聚集區需

要的時間，明顯大於離開內側聚集區耗費

的時間。統整 1000 次聚集的數據，可知顆

粒離開外側聚集區平均耗時 60.72 秒，離開

內側聚集區平均耗時 26.73 秒，（離開外側

/離開內側）聚集區時間比值為 2.27。此外，

聚集區跳過一個隔板（左至中、右至中、

中至左、中至右）的機率大致相等，約在

22.1％上下；而跳過兩個隔板（左至右、右

至左）的機率約為 5.8％，如圖 3-18 所示。 
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圖 3-18 4mm 鋼珠 25 顆，2mm 鋼珠 204

顆，六種聚集區移動機率 
 
    這一系列實驗的控制變因為小顆粒粒

數。比較這三組實驗結果，可知當小顆粒

粒數愈多，完成聚集所需的時間愈短，如

圖 3-19、3-20 與 3-21。此外，（離開外側/
離開內側）聚集區時間比值也隨之愈來愈

小，如圖 3-22。顆粒聚集區移動兩格的機

率也會愈來愈低，如圖 3-23 為顆粒離開外

側聚集區時，移動兩格的機率。同樣是離

開外側聚集區，顆粒聚集區移動二格耗費

的時間，會略大於移動一格耗費的時間，
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如圖 3-24。 
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圖 3-19 不等小顆粒粒數，離開外側聚集

區時間 
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圖 3-20 不等小顆粒粒數，離開內側聚集

區時間 
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圖 3-21 不等小顆粒粒數，離開內、外側

聚集區所需平均時間 
 

1 7 0 1 8 7 2 0 4
0 .0

0 .5

1 .0

1 .5

2 .0

2 .5

3 .0

tim
e 

ra
tio

n u m b e r  o f  s m a ll p a r t ic le s

 

圖 3-22 不等小顆粒粒數，（離開外側/離
開內側）聚集區時間比值 
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圖 3-23 不等小顆粒粒數，離開外側聚集

區，移動不等格數的機率 
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圖 3-24 不等小顆粒粒數，離開外側聚集

區，移動不等格數的時間 
 

3.3 顆粒追隨現象 
 
    在進行三格容器實驗時，我們發現了

一個特殊的物理現象，並首先將其命名為

『顆粒追隨』（ granular follower ）。

Lambiotte（2005）與 Viridi（2006）等人進

行的顆粒鐘現象研究，均為顆粒追隨現象

於二等分系統中的特例。 
    首先，將全部大小顆粒混合於三格容

器任一區，此處以左區為例。由顆粒鐘流

程可知，小顆粒會先跳離左區，接著是大

顆粒離開，大小顆粒有相位延遲。小顆粒

跳離左區後，會聚集於中區或右區，此乃

機率問題。為了方便敘述，此處設定小顆

粒跳離左區後聚集於右區。當小顆粒完成

聚集，大顆粒不再有小顆粒壓制，也跟著
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跳離左區時，有中區與右區兩個選項可供

選擇。此時中區幾乎沒有顆粒存在，右區

則全是小顆粒。有趣的是，大顆粒『必然』

會追隨小顆粒的腳步，跳過幾乎沒有顆粒

存在的中區，聚集在小顆粒先行聚集的右

區，此即『顆粒追隨現象』。 
    經過數千次的觀察，發現顆粒追隨現

象必然存在，無一例外。當大顆粒開始離

開聚集區時，他可能跳至幾乎沒有顆粒的

區域，或是已聚集小顆粒的區域。若跳至

幾乎沒有顆粒的區域，由於沒有任何拘

束，大顆粒非常容易跳出，無法聚集。若

跳至小顆粒聚集的區域，大顆粒會被小顆

粒困住，慢慢下沈，不再跳出。最後，大

顆粒會全部聚集於小顆粒聚集的區域，使

小顆粒再度開始跳出，重複上述流程。此

乃『顆粒追隨現象』的成因。 
    當系統二等分時，顆粒跳出原聚集區

後，僅有一個區域可去。因此，二等分容

器的顆粒追隨現象，會有固定週期（Viridi
實驗結果週期誤差僅 9％），故稱之為『顆

粒鐘』。然而，三格以上的顆粒追隨現象，

小顆粒跳出原聚集區後，會有二個以上的

空格區域可供選擇。這些空格區域會彼此

競爭、搶奪小顆粒，直到其中一個區域的

小顆粒超過臨界濃度，形成穩定新聚集

區，將所有小顆粒納為己有。由於空格區

域彼此競爭，以及容器內外側邊界條件不

同的原因，三格以上的顆粒追隨現象不再

有固定週期。 
    圖 3-25 為三格顆粒追隨流程圖。初始

混合 4mm 鋼珠 25 顆、2mm 鋼珠 204 顆於

容器右區，系統振幅 4mm，振動頻率

20Hz。自左上至右下，第一排時間為 0 秒、

27.4 秒、62 秒、84.5 秒，第二排時間為 90.7
秒、117.5 秒、141.3 秒、163.3 秒，第三排

時間為 172 秒、205.2 秒、249.5 秒、290.5
秒。如該流程圖所示，當振動開始，小顆

粒會先跳出形成新聚集區，使大小顆粒分

離；緊接著，大顆粒追隨至小顆粒的新聚

集區，大小顆粒再度混合，如此循環不斷。 
    若初始狀態是大小顆粒分離，也會產

生顆粒追隨現象，如圖 3-26。初始放置 4mm
鋼珠 25 顆於容器右區，2mm 鋼珠 204 顆於

容器左區，系統振幅 4mm，振動頻率

20Hz。自左至右，時間分別為 0 秒、44.2
秒、97.9 秒、142.6 秒。當振動開始，大顆

粒追隨至小顆粒聚集區，大小顆粒混合；

大小顆粒混合後，小顆粒開始跳出，形成

新聚集區，使大小顆粒分離；緊接著，大

顆粒追隨至小顆粒的新聚集區，大小顆粒

再度混合，如此循環不斷。 
 

3.4 三格顆粒追隨模型 
Viridi 於 2006 年進行二格顆粒鐘實驗

時，改寫 Lambiotte 的理論[16]，提出了一

個簡易二格顆粒鐘模型[20]，詳情請參閱第

二章。回顧 Viridi 的模型方程式如下（假
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設顆粒原聚集區為左區）： 

( , ) ( )

        (1 ) (1 ,1 ) ( )

L

R

n nF n m P S
t

n F n m P S

∂
= −

∂
+ − − −

( , ) ( )

         (1 ) (1 ,1 ) ( )

L

R

m mF n m Q S
t

m F n m Q S

∂
= −

∂
+ − − −

( )L
L

S nm S
t

λ∂
= + −

∂
 

((1 )(1 ) )R
R

S n m S
t

λ∂
= + − − −

∂
                                   

其中的 ( , )F n m 為顆粒離開左區的通量，n
代表小顆粒、m 代表大顆粒在左區佔系統

總顆粒數的比例， P 、Q描述大小顆粒垂

直分離現象對 ( , )F n m 的影響， LS 、 RS 描

述左區與右區的大小顆粒垂直分離現象，

λ 與分離機制緩和時間有關。 
在此通量模型的架構下，我們探討模型

中各個參數對振盪行為之影響。根據朱立

民所完成之三格實驗(左區、中區與右區分

別以”1”、”2”和”3”代表)，當顆粒聚集於第

1 或第 3 區間時，離開該區間跳躍至另一間

區的選擇有一格與兩格的機會，經實驗歸

納機率分別為 0.6 與 0.4；當顆粒聚集於第

2 區間時，跳躍至第 1 區或第 3 區的機率相

等，分別為 0.5。為了將顆粒在不同區間的

跳躍機率引入，吾人根據 Viridi 的模型拓

展出以下方程組： 
 

31 2

1 2 3

32 1

2 1 3

1 2

1 2

3

3

1
1 1 2 21 2 3 31 3

2
2 2 1 12 1 3 32 3

1
1 1 2 21 2

3 31 3

2
2

( )

( )

(1 ) (1 )

          (1 )                         ( )

(1

nn n
m m m

nn n
m m m

n n
m m

n
m

dn n S F n P S F n P S F a
dt
dn n S F n P S F n P S F b
dt

dm m S F m P S F
dt

m P S F c

dm m S
dt

= − + + − −

= − + + − −

= − − + −

+ − − −

= − − 2 1

2 1

3

3

2 1 12 1

3 32 3

) (1 )

          (1 )                         ( )

n n
m m

n
m

F m P S F

m P S F d

+ −

+ − − −

1
1 1 1

2
2 2 2

3
3 3 3

( )                                   ( )

( )                                 ( )

( )                                  ( )

dS n m S e
dt
dS n m S f
dt

dS n m S g
dt

λ

λ

λ

= − − −

= − − −

= − − −

其中 kn ( 1 ~ 3)k = 代表小顆粒聚集在第 k 區

間， km 代表大顆粒聚集於第 k 區間，

kkP ′ ( 1 ~ 3, )k k k′ ′= ≠ 代表聚集顆粒由第 k
區間跳躍至第 k ′區間的機率(如 12P 表示聚

集顆粒由第 1 區間跳躍至第 2 區間之機

率，各個跳躍機率分別為 12 32 0.6P P= = ，

13 31 0.4P P= = ， 21 23 0.5P P= = ) ，
2 2

( , )
i i

i

i

n Rm
n A

m i iF F n m e
+

−
≡ = ， 3 1 21n n n= − − ，

3 1 21m m m= − − 。 

 
圖 3.25 不同α 與小顆粒聚集在第 1區間之

關係 
方程式( ~a d )代表大小顆粒在各區間

的濃度演化，其中各方程式的第一項以負

號表示聚集顆粒由該區間離開的通量，使

得此區間的顆粒濃度降低；第二、三項以

正號表示顆粒由其他兩個區間跳入此區間

的顆粒通量，使得該區間的顆粒濃度增

加。此外，機率的引入是在第二、三項，

使得顆粒跳躍格數能夠呈現分配，以便符

合實驗現象。方程式( ~e g )代表各區間的

垂直分離演化，並由λ調整分離機制的鬆

弛時間。 
 

3.4.1 參數分析 
本 模 型 中 總 共 有 五 個 參 數

( , , , ,R a f α λ )與 1 2 1 2 1 2, , , , ,n n m m S S 與 3S 等7

個初始值必須給定，因此吾人先設定大小

粒徑顆粒匹配的影響值( 1.5R = )、振幅大
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小 為 6mm ( 0.006a = ) 、 振 動 頻 率 為

20Hz( 20f = )、能量修正參數( 44α = )、

分離機制的緩和時間( 0.004λ = )，以及七

個初始值 1 1.0n = 、 2 0n = 、 1 1.0m = 、

2 0m = 、 1 0.7S = 與 2 3 0S S= = 當作基本參

數，再逐一調整各個參數，以利分析個別

影響性。其中 1 1 1.0n m= = 表示初始狀態為

大小顆粒全部放置於第 1區， 1 0.7S = 代表

顆粒聚集在第 1區間的垂直分離程度。 

 
圖 3.26 不同λ與小顆粒聚集在第 1 區間之

關係 

 
圖 3.27 不同R 與小顆粒聚集在第 1區間之

關係 

 

(1)調整 α 值(即改變能量修正參

數)，觀察小顆粒的聚集現象。由圖 2可以

得知，當α 值逐漸加大，會縮短小顆粒的

振盪週期(縮短聚集在第 1 區間之振盪週

期)，且當 47α = 時，會使得週期性振盪現

象無法產生，反而是趨向於平衡態(即各區

間呈現均勻分布，濃度比例均約為 0.3)。
造成平衡態的原因是α 代表能量修正係

數，當給定較大的值時，即供給較大的輸

入能量( 2( )A afα= )，促使顆粒趨向於均布

態。 

(2)調整 λ 值(即改變垂直分離機制的

緩和時間)，由圖 3.26 之曲線，當λ值愈

大，則振盪週期愈短，且在區間內所能達

到的最大聚集濃度會逐漸下降，原因是較

大的λ值，會縮短大小顆粒聚集時的垂直

分離時間，促使振盪週期縮短。 

(3)若變化R 值，即改變大小顆粒之匹

配，由圖 3.27 所示，當 1.0R = 時，因顆粒

通量模型的演化方程式無法分辨出大顆粒

或小顆粒之差異( n 與m )，得振盪現象消

失，進而呈現均勻分布狀態；而當 2.0R =
時，大顆粒的數量匹配過大，即給予較多

量的大顆粒，導致小顆粒的影響不明顯，

以至於亦無法產生振盪現象。 

(4)當調整 1S 的起始值，即改變起始大

小顆粒堆積時的垂直分離程度，由圖 3.28

的分析結果，不同的初始值，振盪現象的

差異並不大，惟有當 1 0.5S = 時，顆粒的振

盪現象呈現較差的狀態，即小顆粒聚集在

第 1 區間的最高濃度比例無法達到較高的

值，比例值大約為 0.4。此外，觀察 1S 曲

線與振盪現象之關係，由圖 6 所示， 1S 的

值介於 0~1 之間，亦呈現週期性振盪，最

小值約發生於大顆粒開始聚集時；最大值

則發生於大顆粒欲離開第 1區間時。 

 
圖 3.28 不同 1S 與小顆粒聚集在第 1區間

之關係 

 
圖 3.29 1S 曲線與顆粒聚集之關係 
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其次，改變 2S ( 3S= )的起始值，探討大顆

粒聚集在第 1 區間的振盪現象。由圖 3.30

結果顯示，當 2S 與 3S 的值愈高，會逐漸延

遲振盪現象的發生，但不影響振盪過程中

的週期大小。目前有關 iS 參數的性質，因

與非彈性碰撞及反巴西堅果效應有關，使

得正確的性質尚未完全清楚，有待未來更

深入一步的探討。 

(5)探討機率參數之影響性，若將 12P 與

21P 的機率加大，顆粒應會愈趨向聚集於第

1 與第 2 區間，圖 3.31 表示大顆粒聚集於

第 1~3 區間的時間演化，由曲線可知，當

12 21,P P 設為 0.6 或 0.7 時，顆粒僅會在第 1

與第 2 區間做週期性振盪，即簡化至所謂

的顆粒鐘現象；同樣的，若將 32 23,P P 調整

為 0.6 與 0.7，由圖 3.32 結果可知，顆粒

會趨向於第 2 與第 3 區間做週期性的振

盪，只是當值設為 0.6 時，時間達到 2100

後，振盪現象就無法繼續產生，且三個區

間的大顆粒濃度並不相同，第 2 區最高，

其次為第 3區，最低的是第 1區。 

 
3.4.2 顆粒追隨現象模擬 

由機率參數的分析結果顯示，當跳躍格

數的機率改變，會影響顆粒聚集的所在區

間；另由朱立民的實驗結果，顆粒會聚集

在哪一個區間並無一定規則。當每次聚集

完成後，小顆粒要離開至下一區間時，是

一種隨機任意選擇，故聚集的位置並非周

期性變化。因此，吾人嘗試將機率添加擾

動項，擾動項的加入並未違背實驗的歸納

結果，因為機率是由統計平均而來，故當

大小顆粒聚集完成後，小顆粒離開時的選

擇機率並不是一個定值。 

 

圖 3.30 不同 2 3( )S S= 與顆粒聚集之關係 

 
圖 3.31 不同 12P 與 21P 對大顆粒聚集現象之

影響 
因此，吾人修正了方程式(a~d)，寫為： 
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圖 3.32 不同 32P 與 23P 對大顆粒聚集現象之

影響 
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圖 3.33 顆粒追隨現象 

其中定義三個擾動項 ( 1 2 3, ,δ δ δ )大小為

[ 0.05,0.05]− 區間內的隨機數值，並且維持

12 13 1.0P P+ = 、 21 23 1.0P P+ = 與

32 31 1.0P P+ = 。 
不過需注意的是，在數值計算的流程

上，只有當大小顆粒聚集的濃度分別達到

0.8 以上時(即小顆粒欲將離開該區間)，才

給予三個隨機的擾動項，如此方能符合實

驗現象。圖 3.33a 表示大小顆粒聚集於第 1
區間的時間演化，黑色實線代表小顆粒，

紅色虛線代表大顆粒，每一次小顆粒均較

快聚集於第 1 區間，大顆粒則跟隨在後，

進而達到兩種顆粒一起聚集在同一區間。

當聚集完成並經過垂直分離後，小顆粒的

濃度先開始下降，緊跟著大顆粒的濃度隨

之下降，重新聚集於其他區間。圖 3.33b
與圖3.33c表示大小顆粒聚集在第1~3區間

的時間演化，二圖相較之下，可知大顆粒

聚集在區間內的時間較長。此外，由黑色、

紅色與藍色曲線的振盪現象，能夠明確的

表達顆粒追隨現象，即聚集所在區間是隨

機選擇，以圖 3.33c 所示，聚集區間的演化

為 1→2→3→1→2→1→3→2→3→1→2。因

此，吾人的顆粒通量模型不僅能夠呈現反

巴西堅果效應，且能定性的模擬出小顆粒

隨機選擇到哪，大顆粒就跟隨到哪之隨機

行為，符合了顆粒追隨現象。 
 

3.6 研究整理與討論 
 

本研究參考 Viridi 於 2006 年發表的二格顆

粒鐘實驗，並將其推廣為三格與四格顆粒

追隨實驗。藉由大量的實驗數據，以及控

制顆粒數目、大小顆粒粒徑比、系統振幅

等不同變因，發現兩個物理現象，並獲得

了相當豐富的成果，茲整理如下： 
 

 不論是三格容器或四格容器，觀察其顆

粒運動，小顆粒聚集後，大顆粒必然會跟

隨小顆粒的腳步，聚集於小顆粒聚集的分

區。我們將此物理現象命名為『顆粒追隨

現象』。顆粒鐘現象是顆粒追隨現象在二

等分系統中的特例。 
 三格與四格容器實驗沒有固定週期。當

小顆粒離開原有聚集區時，不像二格顆粒

鐘僅有一個選項，而是有二或三個空格區

域可供選擇。這些空格都有可能形成新聚

集區，他們會彼此競爭，看何者先達到臨

界濃度，產生穩定的新聚集區。有時這兩

者都無法達到臨界濃度，互相爭奪顆粒的

結果是兩敗俱傷，使顆粒濃度突然大幅下

降，所有顆粒回到原本的聚集區，一切重

新開始。因此，多格顆粒追隨現象所需的

時間必然不固定。 
 當顆粒運動過為激烈時，偶爾會發生小

顆粒同時在兩格產生新聚集區，且都達到

臨界濃度，大顆粒也隨之跳至這兩個新聚

集區，產生短暫的兩個新聚集區狀態。然

而，此狀態非常不穩定，顆粒數目較少的

聚集區會解散，最後仍是所有顆粒聚集於

單一聚集區，不違背顆粒追隨現象。 
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 當容器自二格延伸至三格、四格之後，

系統分區開始有內外側之別。顆粒離開外

側聚集區所需的平均時間，約為離開內側

聚集區的兩倍。若顆粒欲離開內側聚集

區，可自由跳向左右兩側；然而，當顆粒

離開外側聚集區，有一側為牆壁，會反彈

顆粒回原本的聚集區。因此，外側聚集區

的濃度較不易下降，即會維持聚集狀態更

久的時間。 
 顆粒追隨現象僅發生在狹窄系統中，即

實驗容器前後縱深應是大顆粒直徑兩倍

以下。 
 欲產生顆粒追隨現象，大顆粒直徑應是

小顆粒直徑的兩倍以上。 
 顆粒追隨現象條件甚為嚴苛，必須配置

適當的顆粒數目、振幅與頻率。將所有顆

粒混合，放置於系統單一分區時，堆疊高

度至少要超過隔板高度的一半，才有機會

產生顆粒追隨現象。 
 進行三格容器實驗時，同樣離開外側聚

集區，新聚集區移動二格耗費的時間，會

略大於移動一格耗費的時間，約增加 10
％。 
 進行四格容器實驗時，同樣離開外側聚

集區，新聚集區移動一格耗費的時間，較

移動二格或三格所需時間減少約 30％。

移動一格的機率最大，移動二格次之，移

動三格的機率最小。 
 進行四格容器實驗時，同樣離開內側聚

集區，新聚集區移動一格至外側、移動一

格至內側、移動二格至外側發生的機率，

依次降低。移動一格至外側的機率，約略

等於移動一格至內側與移動二格至外側

的機率和。此三者所需的時間，隨著發生

機率增加而下降，即愈容易產生的現象耗

時愈短。 
 我們曾經改變初始狀態，將大顆粒與小

顆粒『分別』放置在容器最左端與最右

端。當振動開始，大顆粒依舊跳至小顆粒

聚集區，產生顆粒追隨現象。 
 當大小顆粒直徑比愈大，完成聚集所需

的時間愈短。此外，（離開外側/離開內

側）聚集區時間比值也愈來愈小。顆粒聚

集區移動二格的機率也會愈來愈高，甚至

超過移動一格的機率。可能的原因是當大

小顆粒直徑相差愈大，顆粒運動愈激烈，

使大小顆粒垂直分離與聚集現象更容易

發生。也由於運動激烈的緣故，跳過兩個

隔板的機率會因而提升。 
 當小顆粒粒數愈多，完成聚集所需的時

間愈短。此外，（離開外側/離開內側）

聚集區時間比值也愈來愈小。和增加大小

顆粒直徑比結果相反，顆粒聚集區移動二

格的機率會愈來愈低。可能的原因是增加

小顆粒粒數，使小顆粒更容易於新聚集區

達到臨界濃度，產生穩定聚集，縮短完成

聚集的時間。此外，由於顆粒數過多，有

時大顆粒還來不及全進入新聚集區，小顆

粒就已經被擠壓出來，掉至鄰近區域，增

加聚集於鄰近區域的機會。因此，增加小

顆粒粒數，雖然會縮短顆粒追隨現象的時

間，但也會減低跳過兩個隔板的機率。 
 使 用 商 用 統 計 軟 體 SPSS ， 以

Kolmogorov-Smirnov 單一樣本檢定法檢

定實驗數據，其漸近顯著性（雙尾）均小

於 0.05，即實驗數據不符合常態分佈、均

勻分配、Poisson 機率分配、指數分配等

機率分佈形式。目前初步判斷，最接近離

開內外側聚集區時間（以 10 秒分區）的

分佈形式，應是 gamma 分佈，符合等候

時間機率分佈形式。 
 兩種不同粒徑顆粒混合的垂直振動實

驗，呈現了更複雜的行為，顆粒追隨結合

了反巴西堅果效應、聚集行為以及隨機跳

躍等豐富的物理現象。在本文提出的顆粒

通量模型，以及加入機率的擾動項，由圖

10 中可見，此模型在定性上與實驗現象

相當吻合，呈現了反巴西堅果效應、隨機

跳躍與顆粒追隨現象。 

 因為顆粒的碰撞為非彈性碰撞，對於運

動規律與完善的理論模型，至今尚未非常

完備。因此，未來要建立較佳的理論架構

來描述顆粒追隨現象，將是一項艱鉅的任

務。 

 

四、 成果自評 
 
本計畫中，我們進行了許多課題之探討。
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本報告中僅針對顆粒振盪之研究進行敘

述，因為此研究開啟了一扇未知之門。由

於實驗儀器的限制，與相關知識不足之

故，有太多課題仍有待探索、克服。我們

在此提出一些建議，供鑽研顆粒追隨現象

的後人參考： 
 

 使用壓克力容器，只要一摩擦，立刻會

產生靜電。相信這對於顆粒聚集現象耗費

的時間，會造成相當程度的誤差。因此，

建議後人採用抗靜電材料製作容器，以徹

底消除靜電影響。 
 Viridi 與本研究的進行的實驗，雖然容

器十分狹窄，但仍屬於三維系統。然而，

改寫自 Lambiotte 等人架構的模型，屬於

二維系統，且相當粗糙，甚至包含物理意

義不明確的參數。因此，顆粒追隨現象仍

有待建立一個更完備的模型，將之推廣至

三維與多格系統，並使每一項參數具有明

確的物理意義。未來可參考近似的週期震

盪現象，如 BZ（Belousov-Zhabotinski） 
reaction，以改寫現有方程式形式。 
 在實驗過程中，發現小顆粒雖然會先聚

集，但未必能聚集成功，有時顆粒濃度又

會突然降低、消散。我認為有一個未知的

『臨界濃度』存在，唯有顆粒於某一分區

超過臨界濃度，才會產生穩定的新聚集。

檢視顆粒追隨現象流程，當大小顆粒分離

時，小顆粒穩定聚集，大顆粒卻跳出其聚

集區，故臨界濃度應與顆粒直徑有關。 
 產生顆粒追隨現象的條件相當嚴苛，太

多顆粒或太少顆粒都不行。我們曾經嘗試

找出一個『條件參數』，以判斷顆粒追隨

現象出現與否，如大小顆粒體積比、顆粒

總體積佔系統分區體積比例等。然而，直

到目前為止，這項條件參數仍是未知。 
 顆粒追隨現象尚未進行數值模擬，三格

顆粒追隨模型亦尚未驗證。 
 顆粒聚集時間，可分為兩階段時間之

和。前半部為小顆粒移動，後半部為大顆

粒移動。然而，這兩個階段各自佔總體時

間的比例為何，尚未進行詳細實驗記錄。 
 可嘗試混合等體積、不等質量，或等質

量、不等體積的顆粒。亦可改變實驗顆粒

材質，測試不等彈性顆粒，觀察其顆粒追

隨現象。 
 目前實驗的初步結果，認定欲產生顆粒

追隨現象，大顆粒直徑至少需大於小顆粒

直徑二倍，且容器縱深需小於大顆粒直徑

兩倍。然而，我們實驗的鋼珠尺寸間距甚

大，未來應嘗試混合更多種尺寸的鋼珠，

方能得到更明確的顆粒追隨現象範圍。 
 可改變容器縱深，進行一系列實驗，探

討顆粒追隨現象必須發生在狹窄容器中

的原因。目前初步的判斷，是足夠狹窄的

容器才可讓所有顆粒碰撞到外牆，然其造

成的影響仍不甚明瞭。容器縱深下限與顆

粒直徑的關係，也尚未進行探討。 
 本研究與 Viridi 設計的實驗容器，主要

差異有兩點：第一，容器高度相差兩倍；

第二，我們設計的隔板寬度是 5mm，而

Viridi 設計的隔板寬度僅有 0.8mm。這兩

項變因所造成的影響，有待後人進一步探

索。 
 在本研究中，我們以目測的方式判斷顆

粒是否完成聚集狀態，這並不是一個精確

的科學實驗方法。然而，當大小顆粒完全

跳至新聚集區時，系統與顆粒振動產生的

噪音，明顯與大小顆粒分離的狀態不同。

因此，未來可以設計一組能夠判讀實驗噪

音的實驗記錄器，即可以機械化的方式準

確判斷顆粒聚集的狀態。 
 在探討顆粒離開容器外側聚集區的問

題時，我們提及顆粒可能跳到容器外側的

牆壁彈回，或跳過隔板至其他空格區域。

顯而易見的是，牆壁等同於高度無限高的

隔板。若隔板高度無限低，即是沒有分

區，所有顆粒可以左右自由移動。因此，

改變容器隔板的高度，或改變各分區的大

小，對於顆粒追隨現象的影響甚大，並具

有相當重要的物理意義。若二格實驗分區

不等大，相信會有時間長短交錯的週期現

象。 
 可嘗試以同心圓或九宮格形式的容器

進行實驗，觀察其顆粒運動現象，並使其

推廣至平面空間。 
 實驗數據檢定的分佈形式太少，需進行

更多機率分佈形式的測試。我們初步判定
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實驗數據符合 gamma 分佈形式，然而尚

須計算其形狀參數與尺度參數，並可與相

似分佈形式的物理現象比較。 
 我們曾經嘗試以黃豆、綠豆、小米等不

同大小種子進行實驗。然因其顆粒真圓度

不足，容易卡住實驗容器，使現象不夠明

確，有待改進。 
 現今的顆粒追隨研究，僅限於混合兩種

尺寸的顆粒。吾人曾經嘗試混合三種大小

不等的顆粒進行實驗，發現亦有大小顆粒

分離與聚集現象，然整體運動相當混亂、

複雜。為了增加未來應用的實用性，混合

更多不等尺寸顆粒的實驗，會是相當值得

研究的課題，也有待後人進一步釐清。 
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