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一、中文摘要

在本計畫中，針對特定形式之拋物線
型分佈參數系統，研究一有限維控制器的
設計方式。

透過關於分佈參數系統的有限維近

似，可以最佳控制理論容易地設計有限維

的控制器，在本研究中，提出運用此有限

維控制器時，全系統穩定性及表現度的分

析方式。其結果則顯示，對於特定形式的

拋物線型分佈參數系統，在有限維的近似

模型下所設計的有限維控制器，是可以指

數化地穩定全系統，我們並可對其相對於

有限維近似模型的表現度變化進行估計。

關鍵詞：分佈參數系統，有限維控制器設
計，最佳控制理論

Abstract

This research deals with the finite

dimensional controller design problem for

certain class of parabolic type distributed

parameter systems. Based on a finite

dimensional approximation model of the

distributed parameter systems, we can design

finite dimensional controllers via the optimal

control theory for finite dimensional systems.

For these controllers, we make the stability

and performance analysis of the overall

system including the controller.

The result shows that for the class of

distributed parameter systems under

discussion, it is possible to design finite

dimensional controllers directly based on the

finite dimensional approximation model

which exponentially stabilize the overall

systems. We can also estimate the overall

system performance change with respect to

that of the finite dimensional model.

Keywords: distributed parameter systems,

finite dimensional controller design, optimal

control theory

二、緣由與目的

拋物線型分佈參數系統主要涵蓋由熱

傳導模型所描述的熱傳導系統。在分佈參

數系統的控制器設計上，若直接比照有限

維系統的控制器設計方式，則所設計出的

控制器亦常是一分佈參數系統。但在實際

工程應用上，由分佈參數系統所描述的控
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制器，則無法進行實作。故而，對分佈參

數系統而言，有限維的控制器設計是在工

程應用上不可避免的要求。

在文獻上，關於有限維控制器的設

計，有著相當的成果[4,6,8,9]。其方法大致

分兩大方向：其一為直接設計出分佈參數

形式之控制器，再對此控制器做有限維之

近似；另一方式則是先求得分佈參數系統

的有限維近似模型，再依此近似模型求得

有限維的控制器。但如何保證全系統的閉

迴路穩定及其他相關特性，則是不可避免

的難題。

在本計畫的研究中，採用系統的有限

維近似模型來處理控制器的設計問題。經

由分佈參數系統的有限維近似模型，可以

利用在有限維系統中既有之最佳控制理

論，而推導最佳之控制器。在本研究中，

針對此控制器應用在閉迴路全系統後，全

系統之穩定性及表現度進行討論。並提出

穩定性及表現度所受到影響之估計。

對原分佈參數系統而言，本研究所提

出之方法對全系統而言並非是一最佳之控

制器設計，而是次佳(Sub-Optimal)之控制

器設計方式，但此設計方式卻是在現有的

計算環境中即可容易達成，而無須對複雜

的算子方程(Operator Equation)求解。

三、研究方法與成果
　　

令Z 為一希伯特空間(Hilbert Space)，

ZZADA →⊂)(: 為一定義在 Z 上的無界

算子(Unbounded Operator)， )(AD 在Z 中為

稠密 (Dense) ，且 A 為封閉算子 (Close
Operator)。由 A產生出的線性半群 ( 0C -

Semigroup)為 )(0 tT [5]。考慮如下之系統
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其中 ),(),,( YZLCZULB ∈∈ 為有界算子
(Bounded Operator)， )](),...,([ 1 xbxbB r= ，

)](),...,([ 1 tutuu rT = 。

假設 A為一自伴(Self Adjoint)[3]算子

且有緻密之預解集(Compact Resolvent)。令

iλ 與 ijφ 滿足 ijiijA φλφ = ， imj ...1= 則 A之

特徵向量 ijφ 形成Z 之一組基底。取

0, >nl ， nl, 為正整數。

首先，定義出關於(1)式的有限維部分

狀態：令
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則由[7]可知，若
>=< ijij zz φ,

],,...,,[ 1 ><><= ij
r

ijij bbb φφ

],...,[)( 1 iimi
T
i zztz =

],...,[~
1 iimi

T
i bbB =

則 )(tzi 滿足

)(~)( tuBtzz iiii += λ&

令 )](),...,([ 11 tztzx l
T = ， )](~),...,(~[ 11 tBtBB l

T =

及 ],...,[
111 lmlm IIdiagA λλ= ，則 )(1 tx 滿足

)()( 1111 tuBtxAx +=&             (2)

此外，令
)](),...,([ 12 tztzx nl

T
+=

)](~),...,(~[ 12 tBtBB nl
T

+=

],...,[
112 nl mnml IIdiagA λλ

++=

則 )(2 tx 滿足

)()( 2222 tuBtxAx +=&             (3)

並假設 ii mBrank =)~( 使得(2)，(3)描述之系

統具可控性。在輸出部分，若
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其中 )(ZQu n∈ ，則輸出方程式可表為：

)()()()( 2211 tzQStxCtxCty nn++=

並假設 ii mCrank =)
~

( ，使得(2)，(3)描述之

系統具可觀察性。

在控制器的設計上，採用狀態估測器

的迴授控制，定義狀態估測器為
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且迴授控制為 )(11 tzFu = ，其中 1F 及 1G 為

待給定之矩陣。

Lemma 1 [7] 若 1F 及 1G 使得 )( 111 FBA +λ

1+< lλ ， 1111 )( +<− lCGA λλ ， +1(max Aλ

111 ) +> nFB λ ， )(max 111 CGA −λ 1+> nλ ，且

存在一σ 使得 10 +>> lλσ ,則由(2)，(3)及

(4)所描述之有限維控制器在閉迴路下使全

系統為指數穩定。

根據 Lemma 1 的結果，我們提出一次

佳化(Sub-Optimal)的有限維控制器的設計

過程。首先考慮(2)，其為關於系統(1)的有

限維近似系統，由最佳控制之理論[1]，令

P 為

01
1

111 =+−+ − QPBRBPPAAP TT

之解，再令 )()( 1
* txKtu = ，其中

PBRK 1
1* −−=

則受此控制後(2)之閉迴路系統將最小化如

下之表現指標：

∫
∞

+=
0

11
2 )( dtQxxRuuV TT          (5)

令 *V 為此最小表現指標，即

∫
∞

+=
0

1
**

1
2* )( dtxRKKQxV TT

但是對原系統(1)而言，以 *K 為控制器

是否能保證使閉迴路的全系統達到指數穩

定及最小化(5)之表現指標，則需加以討

論。
令 lmmL ++= ....1 ， nl mmM ++= + ....1

ZQRRZ n
ML ⊗⊗= ，並令

],,[ 1111110 nAQCGAFBAdiagA −+=
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則 0A 為 定 義 在 Z 上 的 無 界 算 子

(Unbounded Operator)。設 0T 為由 0A 所產生

之線性半群， 1T 為由 )( 10 AA + 所產生之線

性半群。令

)(Remax *
11 KBA += λω

則 0<ω ，且有 0>µ 使得 wteT µ≤0 。首

先，考慮由 *K 所形成之控制器之穩定性：

Theorem 1  令 *
1 KF = ，選取 1G 使得

0)( 111 <<− σλ CGA , )(Remax 111 CGA −λ

1+> nλ ，適當選取 n 之大小，則由(2)，(3)

及(4)所描述之有限維控制器在閉迴路下使

全系統為指數穩定。

若V~為全系統閉迴路時之表現指標，

即
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∫
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其中 1x 為全系統閉迴路下之部分狀態。則

在表現指標上有以下之結果：

Theorem 2  令 ωλω += +1l ， 1Aµµ = ，

µλλωωµµ 11
2

0
2 )2)((( ++ −−++= ll kkzp

))1( +µ ， ))((2 1 µωωµωωλ ++= +lq

)2( ϖµ + ，則
q
pVV ≤− ~* 。

四、結論與討論

在本報告中，對於一特定形式之拋物

線型分佈參數系統提出了一有限維控制器

的設計及分析方式。在設計方面，由現有

之控制計算工具即可計算出所需之控制

器；在分析方面，則提出在此有限維控制

器下全系統的穩定性分析及表現度估計。

五、計畫成果自評

針對原提之計畫，本計畫研究人員已

達成主要目的，提出一實際可行之控制器

設計即分析方式，。本計畫本質上即屬理

論性，因此所探討的問題較為一般化，所

取得之成果亦可應用於多種工程系統，例

如熱傳導系統的分析上。目前本計畫之研

究成果已在整理中，預計將投稿國際性學

術期刊，以期獲得更多支回饋而做進一步

之突破。
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