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一、中文摘要

本計畫研究符合積分平方限制式之各
類系統不確定因素，建構與分析相關穩定
性條件，並將結果應用至不確定系統的狀
態濾波器設計與穩定性分析問題上。假設
系統所涉及的各項不確定因素皆為有界，
我們將討論其是否能以積分平方限制式描
述之，同時能否建立相關之系統穩定性條
件，並進一步表示成線性矩陣不等式，期
使藉計算機求取可行的數值解更為容易。
我們亦將在線性矩陣不等式之架構下，討
論狀態濾波器的設計與分析問題，使其能
有效的在系統不確定因素的影響下，滿足
系統穩定性和包括封包限制在內性能方面
的多目標要求。

關鍵詞：積分平方限制式，線性矩陣不等
式，凸集最佳化，時域封包限制，強健濾
波器

Abstract

    In this project, the integral quadratic 
constraints will be studied to accommodate 
various uncertain factors in the system, the 
related stability conditions will be developed 
and analyzed, and the results will be applied 
to the state filter design problems. Suppose 
all the considered uncertain factors have 
bounded effects.  We examine the feasibil-
ity of describing them with the integral 
quadratic constraints, and seek to establish 
the corresponding stability conditions in the 
form of linear matrix inequalities, from 
which numerical solutions may be obtained 
easily with the help of digital computers.  
Under the framework of linear matrix ine-

quality, we also consider the analysis and 
synthesis problems for state filters.  The 
goal is to satisfy the stability condition and 
other performance requirements, including 
the envelope constraints.

Keywords: integral quadratic constraints, 
linear matrix inequality, convex optimization, 
time-domain envelope constraint, robust fil-
ter

二、緣由與目的

文獻中，常用的 ∞H 濾波器設計方法可
概分成三種：

(1) 插補法（interpolation approach）[4]；
(2) 多項式法（ polynomial equation ap-
proach）[6]；
(3) 代數 Riccati 方程式法（algebraic Ric-
cati equation (ARE) approach）[1][11]。

其中，插補法和多項式法是直接利用轉換
函數的頻域法，但在考慮多變數系統時，
所牽涉方程式的複雜度是其主要的問題。
而屬於狀態空間法的 ARE 法，除了方程式
及其解的表示方式較為精簡之外，也存在
有效的數值演算法便於求解。然而，相對
於線性矩陣不等式的發展與電腦輔助運算
能力的強化，ARE 法的求解過程便顯得複
雜。除此之外，上述的方法中，除了外來
的雜訊，並未將系統其它的不確定因素納
入考慮，所以，強健 ∞H 濾波器設計的相關
理論研究，即為本計畫的主要目的。

在具有不確定性系統之強健濾波器的
設計問題上，文獻中[3][5][13][15][19]一般
是以範數界定（norm-bounded）的形式表
示該系統中狀態矩陣和（或）輸出入矩陣
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不確定性參數之範圍，並利用前述的方式
尋求降低或最小化誤差變異量的上界，以
達到設計的目標。然而由積分平方限制式
的發展目的分析[8][9][10]，積分平方限制
式可以

(1) 獲得關於擾動變數的結構性資訊；
(2) 描述外來訊號的特性；
(3) 分析同時具有一些擾動變數及外來訊

號的組合。
僅單純以系統之不確定性的表示來比較，
便明顯更具應用之彈性。

在很多通訊、雷達等訊號及影像處理
的問題上[12][17] [18]都可以發現到強健濾
波器的應用，如解迴旋（de-convolution）
的程序，就是利用濾波器移除系統中不要
的雜訊，還原訊號的過程。在這些應用中，
時域封包限制（time-domain envelope con-
straints）更常被設定為訊號處理的規格。
但一如閉迴路控制系統中， ∞H 控制器很難
處理具有時域的規格要求，一般 ∞H 的最佳
解迴旋濾波器也很難處理時域上的封包限
制條件[7][14][16]。因此，我們將於報告中
提出兼具時域性能響應及符合系統穩定性
的強健濾波器設計方案的相關成果。

三、研究方法與成果

若考慮系統中的兩個訊號 ),0[2 ∞∈ mlw
和 ),0[2 ∞∈ llv 滿足關係式
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其中， )(̂zv ， )(̂zw 分別是v，w 的 Z 轉換，
Π (z) 是一個 Hermitian 正定矩陣值函數。
式 (1) 可視為（v , w ）的一種能量分佈條
件，我們即定義這兩個訊號 v ， w 滿足積
分平方限制式。對於任意有界、有理數形
式的矩陣值函數Π (z)，式 (1) 可藉由以下
分解及表示式
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在上式中σ 是一個平方式，而 πx 滿足

),()()()1( kvBkwBkxAkx vw ++=+ πππ (3)

其中， πA 是一 Jury 矩陣。換言之，這狀態
空間形式的積分平方限制式，可以由(2) 及
(3) 兩式組合而成。

今考慮圖一所示之系統，由訊號模型
所產生之訊號 )(ks 經過壓縮調變等相關訊
號處理程序，經由傳輸通道傳遞到接收端，

圖一

再透過接收端之解迴旋濾波器作用，得到
回復後之訊號 )(̂ks 。在圖一中，訊號模型
的狀態空間表示式為：





+=
+=+

,
1

:
w(k)D(k)xCs(k)
w(k)B(k)xA)(kx

W
SSS

SSSS
S

其中 Sn
S kx R∈)( 。而在實際的系統中，影

響訊號傳送效率的因素，除了通道雜訊
)(kv 之外，更包括了通道中所隱含的不確

定性因素，諸如通道中介質的電性特性
等。因此，合理的傳輸通道的動態方程式，
我們將之設定為：










++=

++=+

∑

∑

=

=
p

i
CiiCCCCC

p

i
CiiCCCCC

C

kHs(k)D(k)xC(k)z

kHs(k)B(k)xA)(kx
W

1
2

1
1

),(

)(1
:

ξ

ξ

其中 Cn
C kx R∈)( ， p 為不確定性變數之個

數，而 in
Ci k R∈)(ξ 為傳輸通道中之不確定

性變數，滿足積分平方限制式的條件，即，
當 ∞→T 時，

∑∑
==

++≤
T

k
CiiCi

T

k
Ci kEksEkxEk

0

2
321

0

2 )()()()( ξξ (4)



4

成立。而其中 [ ])()()( 1 kkk T
Cp

T
C

T
C ξξξ L= ，

[ ]pCCC HHH 1111 L= ，

[ ]pCCC HHH 2212 L= ， [ ]T
p

TT EEE 1111 L= ，

[ ]T
p

TT EEE 2212 L= ， [ ]T
p

TT EEE 3313 L= 。

至於解迴旋濾波器的表示式為：
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其中 Fn
F kx R∈)( ， ,FA ,FB ,FC FD 為欲設計

的常數狀態矩陣。因此，整個系統的濾波
誤差動態方程式成為：
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狀態矩陣 ,eA ,eB ,eC ,eD ,1eH eH 2 則為前述
各子系統所定義之相關狀態矩陣的集合。

整個強健濾波器的設計要求，因此可
以完整的描述如下：

針對圖一所示之系統，在接收端必能
接收到訊號的前提下，假設已知濾波器的
輸入訊號 )(ky 。在特定濾波器輸出的時域
封包限制下，設計一個強健濾波器 FW ，使
得濾波誤差動態系統為有界穩定（bounded 
stable），同時達到最佳的雜訊抑制要求，
即針對
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定義：如果對於所有 )0(ex 及 ),0[2 ∞∈ lwe ，

存在 0≥M ，使得 Mkxe ≤)( ，則我們稱 eΣ
為有界穩定。

為了能順利結合濾波器輸出的時域響
應值與濾波器狀態矩陣的關係，我們的作
法是，考慮 FW 為一個有限脈衝響應（finite 
impulse response, FIR）濾波器，即
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其中， )(,),1(),0( Fnqqq L 成為我們所要求出
的變數。而濾波器輸出的時域封包限制：

)()(̂)( kubksklb ≤≤ ，可等效表示為
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而且 FnmN += 。透過 S-procedure [2]的運
用，我們得到以下的結果。定理一描述濾
波誤差動態系統有界穩定並滿足 ∞H 性能
要求的條件。前述問題的主要結果，即最
佳強健濾波器的設計，則在定理二中陳述。

定理一：對於 0)0( =ex 與所有滿足積分平方
限制式 (4) 之可接受的不確定性，若存在
一對稱之正定矩陣 FCS nnnRX ++∈ ，正純量參
數 pτττ ,,, 21 L 及γ 滿足不等式
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則 eΣ 滿足不等式 (5) 且為有界穩定。
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定理二：一個型如 (6) 式，滿足時域封包
限制 )()(̂)( kubksklb ≤≤ 之最佳的有限脈
衝響應濾波器可經由以下的最佳化產生。
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經過程式的模擬驗證，我們發現利用

定理二所設計出的濾波器，其時域輸出值
常有過於接近封包條件甚至接觸到封包條
件的現象，以強健的觀點而言，此現象的
發生，表示所設計的濾波器尚不能真正達
到強健的目的。因此，為改善此一現象，
我 們 將 定 理 二 中 時 域 封 包 限 制 條件

)()(̂)( kubksklb ≤≤ 修正為
)()()(̂)()( kebkmbkskebkmb ⋅+≤≤⋅− ηη

目標函數也修正為
)(min 21

,,
ηργρ +

JQX

其中 10 <<η 為新增之變數， 21, ρρ 為允許
設計者依系統所需調整的權重參數，而
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四、結論與討論

在本報告中，除了提供對應於積分平方限
制式所描述之不確定性的系統穩定性條
件，也將具有時域封包限制的條件整合在
最佳化的程序當中，透過線性矩陣不等式
的優點及快速直接的電腦輔助運算，成功
的設計強健有限脈衝響應濾波器。然而，

我們必須提出的是，隨著有限脈衝響應濾
波器階數的增加，相關的性能表現當然隨
之提高，相對的，實際實現濾波器時，所
需花費的成本也會跟著提高，這是設計者
必須仔細衡量的。除了積分平方限制式成
功的應用，我們也在過程中發現了設計當
初並未預期到的現象，然而，透過直覺化
的想法，修正最佳化程序中相關的目標函
數及封包限制條件後，就使得相關的結果
變得更加完善。

五、計畫成果自評

本計畫順利的藉由積分平方限制式描
述系統的不確定性，並利用其適於轉換成
線性矩陣不等式的優點，成功的將相關穩
定條件發展成為適合電腦輔助運算的最佳
化求解程序。結合時域封包限制條件的強
健濾波器設計，更擴大了強健濾波器的實
際應用範圍，諸如在雷達及通訊系統中，
欲降低因脈衝壓縮 (pulse compression) 間
接造成的旁波 (sidelobe) 效應；電視傳播
頻道中的等化濾波器 (equalizing filter) 及
高 速 通 訊 系 統 中 資 料 通 道 的 等 化
(equalization) 等等。因此，整體而言，本
計畫的執行是成功的。
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