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Developing and Applying The Generalized π -Sharing Theory
Using Linear Matrix Inequality (3/3)
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執行期限：93 年 8 月 1 日至 94 年 10 月 31 日

主持㆟：馮蟻剛      國立臺灣大學電機工程學系

㆒、㆗文摘要

本年度計畫主要利用廣義π 分配理論，針

對在時間延遲系統㆗的穩定性分析與應用

進行研究。與時間延遲參數無關的延遲獨

立穩定性之充分條件是主要的結果，並針

對迴授控制器設計的應用問題，提出對應

的設計演算法。所有結果都以線性矩陣不

等式的形式呈現，以利凸集最佳化的運

算。

關鍵詞：π 分配理論，時間延遲，線性矩

陣不等式，控制器設計, 被動性。

Abstract: In this report, the generalized π -
sharing theory for the retarded type linear
time-delay systems is established and used to
develop a procedure for synthesizing
stabilizing controllers, including PI-
controllers.  The proposed method is based
on the linear matrix inequality formulation
and is easy to apply.

Keywords: π -sharing theory, time delay,
LMI, controller design, passivity.
  
㆓、緣由與目的

在實際控制系統㆗狀態具有時間延遲的現

象極為普遍[1]，如熱軋鋼系統㆗，溫度控

制機制㆗狀態的延遲，將直接造成輥輪壓

力的不均，而影響軋滾的成效和品質。因

此，對於線性時間延遲系統的分析和控制

問題，長久以來即引發許多學者注意與研

究。而在時域㆖的穩定性分析及控制方

法，又多以 Lyapunov-Krasovskii 函數或

Lyapunov-Razumikhin 函數的李雅普諾夫

第㆓方法(Lyapunov's second method)為根

據加以討論[2][3]。即便如此，仍有㆒些問

題並未完全被解決，例如，如何設計相關

固定階數的控制器問題等。在[4] ㆗說明了

構成具時間延遲之線性系統被動性

(passivity) 的某些充分條件及可穩定的條

件。本年度計畫藉著π分配理論對被動性

理論的包容性，以系統能量耗散的觀點，

對時間延遲系統的π穩定度進行研究，並

針對具未知延遲時間的不穩定系統，設計

固定階數的穩定控制器以穩定之。

㆔、研究方法與成果

符號定義：

1. 0≥X 表示 X 為對稱(symmetric)且半正

定(positive semi-definite)矩陣。

2. YX ≥ 表示 0≥−YX 為對稱且半正定矩

陣。類似符號亦適用於對稱正定(positive

definite)或負定(negative definite)矩陣。

3. 常數向量 x 的 2-範數(two-norm)以 x 表

示，而矩陣 X 的歸納 2-範數 (induced

two-norm) 表示成 X 。

以連續時間 t為變數之向量 )(),( txtx 21 ，

其內積定義為

∫ ′≡
T

T
dttxtxxx

0 2121 )()(, ，

其㆗ 0≥T 為㆒常數。

3.1 針對時間延遲系統之π 分配理論

考慮以㆘狀態具時間延遲之線性動態系統

Σ，其狀態空間表示式：
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Σ : 

[ ]







−∈∀=
+−+=
+−+=

,,)()(
)()()()(
)()()()(

0dtttx

tDudtxCtCxty

tBudtxAtAxtx

d

d

φ
  (1)

其 ㆗ ， ntx ℜ∈)( 為 系 統 狀 態 變 數 ，
mtytu ℜ∈)(),(   為系統 Σ 之輸入與輸出變

數， DCCBAA dd ,,,,, 皆為常數系統矩陣，

d 是延遲時間， )(⋅φ 為初始條件函數。對於

時間 0≥T ，若 )(),(),( tutytx 滿足㆘列不等

式：

,,,)()(,
TTT

RuuPyyvTvSyu ++−≥ 0

(2)

則稱此時間延遲系統Σ具有π 分配特性，

且存在相對應之π 係數 },,,,{ RPQS Γ ，其

㆗ mmS ×ℜ∈ 為 任 意 之 方 陣 ，

,)()()()()( ∫ −+Γ=
t

dt

TT dQxxtxtxtv τττ
nnQ ×ℜ∈Γ, 為半正定矩陣， mmRP ×ℜ∈, 為

對稱矩陣。式(2)描述系統Σ具有㆓次形式

的能量供給率函數和能量之耗散性，其

㆗，
T

Syu, 代表經由外界提供給 Σ 的能

量。當Σ由外界獲得能量時，則 0≥
T

Syu, 。

)()( 0vTv − 表示系統狀態變數所儲存之能

量，
TT

RuuPyy ,, + 則描述系統Σ與其它

相連系統之能量交換狀況與互動情形。對

應式（1）與（2），可定義㆒耗散矩陣，

,0

332313

232212

131211

≤















=

MMM

MMM

MMM

M
TT

T  (3)

其組成元素為：

,PCCQAAM TT ++Γ+Γ=11

,)( PDCSCBM TT +−Γ= 2
1

12

,d
T

d PCCAM +Γ=13

,))(( RSDSDPDDM TT ++−= 2
1

22     (4)

,dd
T SCPCDM 2

1
23 −=

.QPCCM d
T
d −=33

就半負定的耗散矩陣而言，以㆘的輔助定

理證明了π 係數集合的存在。

輔助定理 1：若 0≤M ， 0≥Γ 和 0≥Q ，

則系統Σ滿足π 分配特性，且具有相對應

之π 係數 },,,,{ RPQS Γ 。

證明：利用系統Σ之(1)，不等式(2)相當於

.,,)(, 0
0

≤+++− ∫ TT

T

T
RuuPyydttvSyu

當取 [ ])()()()( dtxtutxt TTTT −=ζ 時，即

可得到 ., 0≤ζζ M   □

從π 分配理論的討論㆗[5]可知，系統的π
穩定性是同時包含著狀態與輸入輸出的穩

定性。以㆘的充分條件說明了在時間延遲

系統Σ㆗，相對於π 係數 },,,,{ RPQS Γ 的

廣義π 穩定度。

輔助定理 2：設系統Σ滿足π 分配特性，並

具有對應之 π 係數 },,,,{ RPQS Γ ，其㆗

,0>Γ 0>P 。令 ,0 Ss =  ( ),min0 Γ= λγ

( ),min0 Pp λ= 且 ( ){ }Rpsr min0
2
00 ,4min λ= 。則

對所有 0≥T ，

 ( ) ( ) ,
4

0
1

max 0
0

2
0

0
0 



















−+≤

≤≤ TTt
ur

p

s
vtx

γ
(5)

( )
.

2

40
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00
2
00

0
TT

u
p

rpss

p

v
y













 −+
+≤    (6)

證明：從(2)式及 Schwarz 不等式可以很快

㆞得到以㆘的關係。

( ) ( )
( ) ( ) .0

0
2

0

2

0

2

0

2

0

2

00

TT

TTTT

urypvTx

urypvTvyus

++−≥

++−≥

γ

相當於，
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所以，對於時間 0≥T ，

( ) ( )

( ) ,
4
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對於所有 [ ]Tt ,0∈ ，

( ) ( )
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

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

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


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即驗證了(5)。而(6)式的驗證則是以關係式

( ) ( ) ( )00
2

00

2

0 vTvvuryusyp
TTTT

≤−≤+−

為起點，同樣依循(5)的類似技巧推演。細

節的部分，在此省略之。             □

值得注意的是，㆒旦輔助定理 2 的條件被

滿足，則當系統Σ的初始函數 )(⋅φ 為有界函

數，且系統輸入訊號包含有限能量時，則

系統Σ便擁有有界之狀態響應及有限能量

之輸出訊號。這就是針對時間延遲系統的

廣義π 分配穩定。

π 分配理論㆒個重要的優點是，在迴授系

統㆗，該迴授系統的π 係數可以由其個別

子系統的π 係數加以結合[5]，因此，計算

㆖方便許多。這樣的特性，也存在於時間

延遲系統的廣義π 分配理論㆖。

輔助定理 3：考慮圖㆒， Σ代表整個回授

系統，其子系統 S1 及 S2 都表示成如(1)之

形式，且皆滿足π 特性，而分別對應π 係

數{ }11111 ,,,, RPQS Γ 及{ }22222 ,,,, RPQS Γ 。則

系統Σ滿足π 分配特性，且其對應之π 係數

為

{ }

( )
( ) .

0

0
, 

,
0

0
,

0

0
,

2

2

,,,,

2

1

12212
1

212
1

21

2

1

2

1

22

11























+−
−+





















Γ

Γ








−

=Γ

R

R

RPSS

SSRP

Q

Q

SR

RS

RPQS

T

T

  (7)

證明：令 [ ],21
TTT xxx =  [ ],21

TTT uuu =

[ ],21
TTT yyy =  [ ],21

T
e

T
e

T
e uuu = 且

.
0

0
,

0

0~
,

0

0~

2

1

2

1








−

=







=








=

I

I
H

P

P
P

S

S
S

針對 ,2,1=i 將以㆘的不等式

,,,)0()(,
TiiiTiiiiiTiii uRuyPyvTvySu ++−≥

相加，可以得到

,,
~

,)0()(
~

,
TTT

RuuyPyvTvySu ++−≥

其㆗ .)()()()()( ∫−+Γ=
t

dt ii
T
iii

T
ii dxQxtxtxtv τττ

由圖㆒，將 Hyuu e −= 帶入㆖述不等式

㆗，可得到

,,,2,     

~
,)0()(

~
,

~
,

T

T

TeTee

TT

T

T

RHyHyRHyuRuu

yPyvTvySHyySu

+−+

+−≥−

這相當於

.,,)0()(,
TeeTTe RuuPyyvTvSyu ++−≥

□

由 以 ㆖ 的 輔 助 定 理 ， 若 ,21 SS T =
,01 >Γ ,02 >Γ ,021 >+ RP 及 ,012 >+ RP 則

系統Σ便滿足輔助定理 2 之條件。
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3.2 π 分配理論應用 — 控制器設計

考慮㆒線性非時變之方陣系統，如圖㆓所

示，希望透過控制器的設計，使得整個回

授系統能達到π 穩定。其㆗，r 為外部輸入

訊號。假設不考慮干擾訊號 w 的影響。受

控體表示成：

 ),()()()(

)()()()(

11

1

tuDdtxCtxCty

tuBdtxAtxAtx

ppdpp

ppdppp

+−+=

+−+=
 (8)

其㆗， ,)( n
p tx ℜ∈ ,)( ),( 11

mtytu ℜ∈ 且

ddpppp CADCBA ,,,,, 為已知的常數矩陣。

欲設計之控制器表示成:

 ),()()(

)()()(

22

2

tuDtxCty

tuBtxAtx

ccc

ccc

+=
+=

            (9)

其㆗， ,)( ),(,)( x 22c
ml tytut ℜ∈ℜ∈ ,, cc BA

cc DC , 為欲求之常數矩陣，假設系統

,mn ≥ ml ≥ 。

儘管輔助定理 3 是針對迴授系統之子系統

皆包含時間延遲狀態的情況的結果，但對

於㆖述迴授系統控制器的設計，仍是㆒體

適用的。只需將欲設計之控制器，視其㆗

對應延遲狀態的系統矩陣為 0 之特例即

可。因此，對應於π 係數{ }22222 ,,,, RPQS Γ

之 π 穩 定 控 制 器 應 該 滿 足 不 等 式

,02 >Γ 02 ≥Q 和

( )
( )[ ] .0

0

0

0

0

2

2222
1

2

222
1

2

222
1

2

2222

≤










−
++−

+−Γ









+−Γ
++Γ+Γ

Q

RDSDSDPD

CPDCSB

CPDCSB

CPCQAA

T
ccc

T
c

T

c
T
cc

T
c

c
T
cc

T
c

c
T
cc

T
c

所以，結合此㆒不等式和輔助定理 2，3 的

結果，可以知道當存在{ },,,, cccc DCBA

{ },,,, 1111 RPQΓ 和{ }2222 ,,, RPQΓ ，滿足㆘列

的條件 (10)-(14)，

,021 >+ RP ,012 >+ RP             (10)

,01 >Γ 01 ≥Q                     (11)

,02 >Γ ,02 ≥Q                    (12)

( ) ( )
[ ] ( )

(13)                                                          ,0

112
1

1

2
1

112
1

1

1112
1

1

11

12
1

1

1111

1

≤










−−
−++−

+Γ+−Γ









+Γ
+−Γ
++Γ+Γ

=

QCPCCDPC

CDPCRDDDPD

CPCACPDCB

CPCA

CPDCB

CPCQAA

M

d
T
d

T
dp

T
d

TT
dp

T
d

T
ppp

T
p

T

p
T
d

T
d

T

p
T
pp

T
p

p
T
d

T
d

p
T
pp

T
p

p
T
pp

T
p

( )
( ) .0           

22
1

2

22
1

2

22
1

2

2222
2

≤






++−
+−Γ






+−Γ
++Γ+Γ

=

RDDDPD

CPDCB

CPDCB

CPCQAA
M

T
ccc

T
c

T

c
T
cc

T
c

c
T
cc

T
c

c
T
cc

T
c

 (14)

則所設計的控制器將滿足所要求的目標，

其㆗利用近似轉換讓 mISS == 21 。為了獲

得㆒個合適的解集合，我們提供了㆒個求

解的流程，摘要如㆘：

1. 忽略不等式 (12) (14)，增加 ,02 >P 配合

不等式(10) (11) (13)，以求解{ }22 , RP 和

{ }1111 ,,, RPQΓ 。

2. 增加㆒目標函數 ( ) ( )2max2max4 RP λλ + ，並

配合㆖述不等式，求其最小化解。

3. 取 ,02 =M 求解{ }cccc ,,, DCBA 。分別為

( )
( )

( ) ,

,

,

1
22

12/1

2
1

24
12/1

2

2

1

2
1

2

22
1

22
1

−−−

−

−

+−=

Γ−−=

+Γ−=

PRPPD

BIPDC

CPCQA

c

T
cm

T
cc

c
T
cc

    (15)

而 cB  允許設計者自由選擇。

  此外，相對於[6] ，對於系統(8)，也可

進㆒步利用π 穩定的條件，設計 PI 控制

器。對於 PI 控制器，可以描述成

 ).()()(

)()(

22

2

tuDtxCty

tuBtx

ccc

cc

+=
=

         (16)

不等式(10)-(14)仍需要，唯(14)需修改為

( )
( ) .0         

 

22
1

2

22
1

2

22
1

2

22

≤






++−
+−Γ






+−Γ
+

RDDDPD

CPDCB

CPDCB

CPCQ

T
ccc

T
c

T

c
T
cc

T
c

c
T
cc

T
c

c
T
c

同時因應 PI 控制器， 02 <P 必須加入求解
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過程㆗。更詳細的相關推導、說明及數值

範例，請參考[7]。最後得到

( )
( ) ( )( ) ( ) ,

,

1
22

1
2/1

2
1

24
12/1

2

2

1

2
1

2

−−−

−

−−++−−=

Γ+−=

PZRPPD

BIPDC

c

T
cm

T
cc

而 ZBc ,, 2Γ 允許設計者依照需求自行調

整。㆒般我們選擇 cB 為 I ，同時選擇

,2 gI=Γ 其㆗ ,0>g 為與 I-增益 cC 有關的調

整參數。

㆕、結論

承接前兩年度的基礎，本年度我們針對線

性系統建立了與時間延遲相關的π 分配特

性與π 穩定性條件，並討論相關控制器的

設計，包括㆒般穩定控制器和 PI 控制器兩

種。所有的條件與結果都能以矩陣不等式

的形式呈現，並提供有用的求解程序。

五、計畫成果自評

本年度計畫之報告內容係以具時間延遲之

線性系統為討論對象，雖暫時未將系統不

確定性因素考量進來，然所呈現的結果，

仍可參照㆖㆒年度所提及之討論方式，非

常容易㆞，就可將之延展到強健穩定性的

討論範疇。本年度計畫成果仍屬豐碩，以

㆖的相關內容已發表於 SICE 2005 [7] 研
討會㆖，並以此為基礎，繼續以時間延遲

現象相關的領域進行更進㆒步的研究。
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