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在磁場及外力作用下含裂縫之半平面的分析 
 

中文摘要 
本計畫擬研究半無限域之裂縫受力後，影響自由表面變形以及磁場分佈的情

形。首先考慮無限域存在圓形空穴的狀況下，其附近之磁場必為不均勻分佈，透

過 Maxwell 方程組可解得剛體態的解析解，其次建立電磁彈材料大變形變分原

理，可求得材料之組成律及邊界條件，可作為進一步求得微擾彈性變形以及微擾

電磁場分佈之依據。 
英文摘要 

A crack embedded in the half-space, the magnetoelastic interactions could be 
important for a soft ferromagnetic material. Considering a circular cavity in an infinite 
space affected by a uniform magnetic field, the deformed body may be divided into 
two parts: a rigid body state, and a perturbation one. The analytic solution can be 
obtained by applying Maxwell equations. The variational principle is developed by 
considering the interaction of the electromagnetics and deformed body, and the 
perturbated terms can be solved by applying FEM and BEM. 
 
關鍵字：裂縫，磁彈固體，大變形變分原理 
 
一、研究目的 

由於磁彈理論的應用範圍趨於多元化，諸如地球物理、聲光效應等許多量

測儀器方面的使用，因此近年來在連結電磁理論與彈性力學上有許多研究。考慮

磁場與彈性體之耦合互制，加外磁感會造成彈性變形。即使無機械外力，磁彈性

介質之內含缺陷(例如空穴或裂縫)還是會在強磁感作用下造成應力集中現象。探

討缺陷上之應力集中現象，屬於邊界值問題。 
相關邊界值問題之解析過程可分為下列步驟分別進行︰ 
(1) 推導磁彈性材料之大變形非線性動態耦合之御制方程、組成律與邊界條 

        件(含 Maxwell 方程及運動方程)。 

(2) 將非線性邊值問題分解為下列兩個邊值問題分別求解︰ 
       (a) 在外加強磁感作用下(此時之彈性體假設為毫無變形之剛體，故 

               此邊值問題之求解較為單純，純粹只解一 Maxwell 方程而已。)， 
               求解剛體態之非均勻磁感總場之空間分佈。 

       (b)將剛體態中所求得之非均勻磁感總場當成已知場代入線性化之 
              耦合運動方程中求解未知之微擾彈性變形及微擾電磁場分佈後， 
              可計算空穴上之應力集中因子。 

首先假設缺陷為圓形空穴，如圖一所示。其優點為在解剛體態之磁感總場

分佈時，可求得解析解，未來可將圓形空穴推廣成橢圓形空穴或甚至為有限長之

平直裂縫(crack)。運用 Maxwell 方程式，可求得剛體態之磁感分佈，其在空穴附

近呈不均勻分佈，惟影響範圍不廣，故剛體態不均勻磁感之分佈區域可只限定在

包含空穴附近之有限範圍內(此不均勻範圍即視為廣義之不均勻物體)，而在此有

限範圍外，無限域中之磁感總場可視為均勻磁感場。 
對於求解微擾場之邊值問題而言，由於在有限範圍外之無限域中的已知剛

體態磁感總場可視為均勻場，故外域之場運動方程為一常係數線性耦合偏微分方

程，此可建立其 Green 函數及互易定理後，得到邊界積分方程，而內域場為一不

均勻的有限範圍，此可在建立適當之變分原理後用有限元素法離散，最後在有限



範圍之界面滿足連續的條件下，可解出所有的微擾場(combined BEM-FEM)。 
在求解內外域微擾場邊界值問題時，需建立以下之關鍵要素： 
(1) 建立外域微擾場之互易定理、邊界積分方程及格林函數 ◦  
(2) 建立內域微擾場之變分原理以及有限元素法 ◦  

上述之邊界問題解題過程可用下圖之流程圖來表示︰ 

(積分型式)( LK +LF + LM) 

(matter) (field) 電磁場 彈性變形體 電磁彈性力學

邊界條件 控制方程式 邊界條件控制方程式 組成律 

balance law 

增量變分原理 線性化過程 

邊界條件 邊界條件組成律 控制方程式控制方程式

有限元素法 

處理 
不均勻內域 

(FEM)
互易定理 

邊界積分法 (BEM)

處理均勻外域 combined 
BEM-FEM

變分原理 

Noether 
theorem 

守恆律 

Material  
force 

剛體態解

(Green 函數)

(微擾解)

非線性解 = 剛體態解 + 微擾解 
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圖一 圓形空穴受均勻強磁感作用下之邊值問題示意圖 

 
二、研究方法 
(一) 剛體態解析解︰ 

如圖二所示，考量一個無限域的軟磁材料，其磁導率為μ。內含一半徑為

的圓形空穴，空氣中的磁導率為

a

oμ 。並且受到一沿水平方向的均勻磁感應強度

oB= xΒ e 作用。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖二 圓形空穴受均勻強磁感作用下之示意圖 

oB= xB e

n
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不均勻總預磁感區域(有限 FEM 範圍) 

均勻強磁感作用 
均勻總預磁感區域(無限 BEM 範圍) 
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視空穴為內域部份，軟磁材料為外域部分，則內域的部分滿足 oμ=Β Η，外域的

部分滿足 μ=Β Η，其中Η為磁場強度。透過求解過程可將外域部份之磁場強度

寫成： 

( ) ( )

o o

1 1

cos sin

cos sin1m m
m m

m m

B B

c m c m
m m

rr r

φ θ θ
μ μ

θ θ

+

∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −∇ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤ ⎡− − − −⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣
∑ ∑

r θ

r θ

H e e

e e⎤⎥⎦

 (1) 

內域部份之磁場強度可寫成： 

( )1
o

1 1

1cos sinm m
m m

m m

mr a m r m a m
r

φ θ
∞ ∞

− −

= =

⎡ ⎤ ⎡= −∇ = − − −⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣
∑ ∑r θH e θ ⎤⎥⎦

e  (2) 

其中 1
r r θ
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂r θe e  (3) 

代入邊界條件
r a r a

H Hθ θ
+ −

= =
=   ;  r rr a r a

B B+ −

= =
=  (4)~(5) 

可分別獲得外域以及內域之磁場強度， 
2 2

o o o o
2 2

o o

1 cos 1
B Ba a

r r
μ μ μ μ

sinθ θ
μ μ μ μ μ μ

+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r θH e e  (6) 

 o
o o

2 2cos sinB oBθ θ
μ μ μ μ

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r θH e e  (7) 

以及磁感應強度， 
2 2

o
o2 2

o o

1 cos 1a aB
r r

μ μ μ μo
o sinBθ θ

μ μ μ μ
+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r θB e e  (8) 

 o o
o

o o

2 2
cos sinB

μ μ
oBθ θ

μ μ μ μ
− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r θΒ e e  (9) 

假 設 存 在 一 向 量 勢 能 ， 使 得A = ∇×B A ， 在 二 維 的 情 況 下 可 設 定

，且 ，則， ( ),zA x y= zA e 0∇ ⋅ =A

 x zB A
y

+ ∂
=
∂

+    ;   y zB A
x

+ +∂
=
∂

 (10)~(11) 

將極座標型式轉為卡式座標之後，可得到等磁感強度線為： 

 o
2 2

o o

1 constantzA y y C
aB a ax y

a a

μ μ
μ μ

+ − ⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (12) 

同理可得， 

 o

o o

2
constantzA y C

aB a
μ

μ μ

− ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
 (13) 

假設 o9μ μ= ，依照前述推導可將等磁感應強度線繪出，如圖一所示。其中網格

區域視為不均質的部分，其餘部分以均質材料視之。 
又 ponderomotive force 為emf ( ) ,

em
i j i jf B M= ∇ ⋅ =B M  (14) 

Maxwell 應力為      2

o

1 1 2
2

em
ji j i jit B H B δ

μ
⎛ ⎞

= − − ⋅⎜
⎝ ⎠

B M ⎟  (15) 
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可得： 

( )
( )

( ) ( )2 2 2 2 252
o o o o

3 22 2
o o o

22
1

yem x
x x y

BB
f M M

x x
x y x ya xB

a ax y

μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ

∂∂
= +

∂ ∂
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  (16) 

( )
( )

( ) ( )2 2 2 2 252
o o o o

3 22 2
o o o

22
1

yem x
y x y

BB
f M M

y y

x y x ya yB
a ax y

μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ

∂∂
= +

∂ ∂

⎡ ⎤+ + −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − +
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 (17) 
再透過極座標的轉換，可以得到 em

rf 以及 emfθ ，如圖三所示。 
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圖三 受均勻磁感應作用下之 Ponderomotive force 作用圖 

同理可得 Maxwell 應力如下 

外域部份 ( ) ( ) (
o

1 1 2
2

em
rr r r r r r rt B H B B B B B M B Mθ θ θ θμ

+ + + + + + + + + + + )⎡ ⎤
= − + − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 (18) 
 ( )em

r rt B Hθ θ
+ + +=    ;   ( )em

r rB Hθ θ
+t + +=  (19)~(20) 

內域部份 ( ) ( )2 2
o o o

o

1 1
2

em
rr r r r rt H H H H H Hθ θμ μ μ

μ
− − − − − − −⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (21) 
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f
2
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B a

θ
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 ( ) ( )
o

em em
r r rt t H Hθ θ μ− −

θ
− += =  (22) 

( )em
rrt + 以及 ( )em

rt θ
+ 圖形如圖四所示。 
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圖四 受均勻磁感應作用下之 Maxwee 應力作用圖 

圓形空穴附近之 Maxwell 應力圖如圖五所示。 
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圖五 圓形空穴附近之 Maxwee 應力作用圖 

 
(二) 電磁彈材料大變形變分原理︰ 

針對系統進行體積分可獲得 Lagrangian L，可表示為
V

L d= V∫ L ，其中 為

Lagrangian 密度。變分法由漢米頓原理(Hamilton’s principle)開始，表示為  

L

  (23) 0
t
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Δ
=∫

以下針對整個空間進行構建 Lagrangian 的工作，則 Lagrangian 密度包含真

空部分以及物質部分，物質部分又包含動能 Lagrangian 密度 KL 、電磁場

Lagrangian 密度 以及物質 Lagrangian 密度FL ML ，則漢米頓原理可表示成 
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  (24) [ ]
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−
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2 2

1 1 3
L L L L

其中 3R 表示整個空間， 為物質在時刻 t所佔據之體積，由第(30)式即可推導

岀控制方程式。定義 
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∂
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上式加~者表示在物質座標下之物理量，而有∗之量者表示有效量(effective 
quantities)，而且是伽利略不變(Galilean invariance)，為配合力學勢能，故將

Maxwell 方程式也改成伽利略變換，捨棄狹義相對論性不變的原則。(25)式至(30)
式中，大寫下標表示材料座標體系(material coordinate system)，小寫下標則表示

空間座標體系(space coordinate system)，E 、B 、 、M、J 、 分別表示電場

強度、磁感應強度、極化強度、磁化強度、電流以及電量， 表示 Jacobian 行

列式值，
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% ⎟，為格林應變張量(Green strain tensor)。 
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 (33)~(34) 

 K
i

i K

X UM
x B

∗ ∂ ∂
≡ −

∂ ∂%
   ;   J K

ij F ij
i j JK

X X UJ
x x

σ σ
∂ ∂ ∂

≡
∂ ∂

=
∂Σ

%
%

 (35)~(36) 

 K
K F i

i K

X UP J P
x E∗

∂ ∂
≡ = −

∂ ∂
%

%
   ;   i

K i
K K

x UM M
X B

∗ ∗∂ ∂
≡ = −
∂ ∂

%
%

 (37)~(38) 

採用 ( ),K KE B∗% % 當狀態變量時之變分原理， 

[ ]
( ) ( )

( )( )

( )

µ$ $ $
( )

$ µ $

2 2

1 1 3

2

1

2

1 3

2

1

2 2 2
o

o o

2 2
o

o

1 1 1 , ,
2 2

1 1
2

t t

K F M Ft V t t R V t

t

JK K Kt V t

t

t R V t

t

t V t

kk k k

dVdt dVdt

v E B U E B dVdt

E B dVdt

dVdt

t x K A dadt

δ δ

ρδ ρ ε
μ ρ

δ ε
μ

ρ δ σδφ δ

δ ωδφ δ

−

∗

−

+ + +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + − − Σ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞

+ −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤= − ⋅ + − ⋅⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − + −⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ f x J A

L L L L

% %%

( )

2

1

t

t tΓ∫ ∫

 (39) 
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其中 $ °K
Ki

i

XA A
x

δ δ∂
=

∂
 ; $ % $

iv Aiδφ δφ δ= +  (40)~(41) 

f 為徹體力， µσ 為總電量密度，$J 為總電流密度， t 為表面曳引力，ω為表面電

量密度， 為表面傳導電流密度。經過整理之後，可得在物質與真空上之實質

變分為： 

µK

[ ]
( ) ( )

µ$ µ $
( )

$ µ $
( )

µ° µ°

2 2

1 1 3

2

1

2

1

,

1
2

t t

K F M Ft V t t R V t

t
ij j it V t

t
ij j it t

J
KK KLM M L K

J

I J I J K K IJ

Ij a
K

dVdt dVdt

f x J A dVdt

t x K A dVdt

D d D e H J A
X dt

D E B H B H
t

D E

δ δ

ρ δ σδφ δ

δ ωδφ δ

σ δφ δ

δ

−

Γ

∗
∗

∗ ∗ ∗

+ + +

⎡ ⎤− − + − ⋅⎣ ⎦

⎡ ⎤− − + −⎣ ⎦

⎛ ⎞∂ ⎡ ⎤− + − +⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦⎝ ⎠

+ −
+=

−
+

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

L L L L

%
% %% %

%% % % % %

%
% %( ) ( )

2

1 o
o

,

o o

,

,

t J
at V

iK K K IJ
I j

j a J
j JLM L M

i

a a
aJ K

JLM M L K
J

F Ij I

X
dV dt

xB H
x

dx Xdf e D B
dt dt x

D dD e H A
X dt

t

δ
δ

ρ ρ

δφ δ

∗ ∗

∗

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎡ ⎤⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪∂⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎨ ⎬⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥ ∂−⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥⎛ ⎞∂
⎪ ⎪+ − −⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂
+ −⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦⎝ ⎠

+

+ −

∫ ∫ % %

&
% %

% %
% %%

% ( )
2

1 3 o
o

0

t

t R V
a J

JLM L M j
j

dV dt
Xd e D B x

dt x

Boundary terms

δ
−

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎨ ⎬⎡ ⎤⎛ ⎞∂⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

+
=

∫ ∫
% %    

  (40) 
假設無限域的情況下，邊界項趨近於 0，所以可得到真空中以及物質上的控制方

程式如下： 
真空中： 

, 0a
J JD =%   ;  , 0a a

K KLM M L
d D e H
dt

∗− =% %  ; , 0a J
F Ij I JLM L M

j

Xdt e D B
dt x
⎛ ∂ ⎞

− =⎜⎜ ∂⎝ ⎠
% %% ⎟⎟

 (41)~(43) 

物質中： 
µ°

,J JD σ=%   ;  µ°
, 0KK KLM M L

d D e H J
dt

∗
∗− + =% %   ;    

 

( )
,

o o

1
2

0

I J I J K K IJ
J

Ij a a
iK K K K IJ

I

j a J
j JLM L M

i

D E B H B H X
t

xD E B H

dx Xdf e D B
dt dt x

δ

δ

ρ ρ

∗ ∗ ∗

∗ ∗

⎧ ⎫⎡ ⎤+ − ∂⎪ ⎪⎢ ⎥+⎨ ⎬⎢ ⎥ ∂− −⎪ ⎢⎣⎩

⎛ ⎞∂
+ − − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

% % % % % %

%
% % % %

&
% %

⎪⎥⎦ ⎭  (44)~(46) 
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i其中 o
a

iE Dε =   ;  a aK
K F

j

X
D J D

x j
∂

=
∂

%    (47)~(48) 

 
o

1 a
k kB H

μ
=   ;  ( )a a a

k k k
H H∗ = − ×v D   ;  a k a

J k
J

x
H H

X
∗ ∗∂
=
∂

 (49)~(51) 

 (1
2

a a a a a )F IJ I J I J K K IJ K K K K IJt D E B H B H D E B Hδ δ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + − − −% % % % % % % % % % %%  (52) 

 J
F Ij F IJ

j

X
t t

x
∂

=
∂

%% %  (53) 

 a J
J J J F

i

X
D D P J D

x
∂

= + =
∂

% % %
i  (54) 

 (a k )a
J J J k

J

x
H H M H M

X
∗ ∗ ∗ ∗ ∗∂
= − = −

∂
% % %

k  (55) 

 µ° µ
FJσ σ=  (56) 

 µ° µ( ) µ µ( )K K
K i iF F

i i

X X
iJ J J J J x

x x
σ

∗ ∗∂ ∂
= =

∂ ∂
&−  (57) 

 
四、結論 
 透過 Maxwell 方程式求解圓形空穴的磁感應分佈，可視為理論解。可觀察得

在空穴附近的磁感應確實形成不均勻的分佈，同時可求得其徹體力以及 Maxwell
應力分佈，由圖形上可知確實會有應力集中的現象。其次建立 Lagrangian，透過

漢米頓原理可獲得無限域之下的材料座標之組成律，之後可依此建立增量變分原

理，求得微擾場之解，則可獲得全解。 
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