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兩種 Shannon 生物岐異度指數矯正估式之比較 
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摘要 

Shannon 生物岐異度指數估值的偏誤

(bias)矯正，一直以來都是生態統計學者關心

的問題。這個問題在 2003 年 Chao and Shen 
提出的估式後得到相當程度的解決，Pla 在
2004 年也提出了一個估式，我們以蒙地卡羅

的模擬研究來比較這兩種估式的表現。 研究

結果顯示: (1) Chao and Shen 的估式在 CV 
值 (相對豐量之變異係數) 低而且樣本數少

的場合表現優於 Pla 的估式；(2)此種優勢隨 
CV 值增大逐漸減弱，樣本數增加至 100 以上

時兩者表現相當接近；(3)在大樣本時 Pla 估
式的表現開始優於 Chao and Shen 的估式，

原因是在大樣本時，偏誤幾乎消失，矯正的

過程使得負向偏量變成正向偏量; (4) Pla 的
估式其變異程度小於 Chao and Shen 的估

式，此種優勢隨著樣本數變大而遞減；及(5)
為了建構有效的信賴區間，我們對於 Pla 所

提的變方估值做了矯正，根據矯正後的變方

估值所建構的信賴區間均能滿足 95%的信賴

係數。  
關鍵詞︰生物岐異度指數、偏誤矯正、靴環

法、變異係數、信賴區間、涵蓋率。  
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ABSTRACT 
The bias correction of Shannon index 

estimate had been a major concern for a long time. 
This problem was addressed by Chao and Shen 
(2003) and Pla (2004). The former is a theoretical 
approach and the latter is an empirical one. We did 
Monte Carlo simulations on these two approaches 
and examined if the simple intuitive approach 
by Pla was as good as the smart and sophisticated 
approach by Chao and Shen. The results of our 
study show that (1) Chao and Shen’s estimator is 
superior when the coefficient of variation (CV) of 
relative abundance is low (less than 1), and sample 
sizes are small ( 75n ≤ ) ; (2) the superiority is 
diminished for intermediate and high CV values 
(greater than 1) and under increasing sample sizes 
( 75n ≥ ) ; (3) the Pla estimator performs better 
than Chao and Shen’s for large sample sizes 
( 200 400n≤ ≤ ) and high CV values; (4) Pla’s 
estimator is less variable than that of Chao and 
Shen’s; and (5) an adjusted variance estimator of 
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that the coverage rate of confidence interval can 
achieve 95% of the nominal level. 
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前言 

在生態學的研究上，最常用來度量一群

落 (community) 內 物 種 岐 異 度 的 指 標 為 
Shannon index，以符號 H表示，此指標由 
Shannon 在 1948 年提出，其計算式為 
 

1
log

S

i i
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H P P
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此式中之 S為群落內物種之總數， iP為第 i個
物種所佔的比率。由於 S與 iP都是未知之參

數，必須經由樣本去估算，此指標之最大概

度估值為 
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上式中之 Ŝ為樣本中所含之物種數， iX 為樣

本中第 i個物種的個體數，n為樣本中的總個

體數。也就是說，以樣本中之總物種數估算

群落中之總物種數,而且以樣本中第 i個物種

的出現比率估算群落中第 i個物種所佔的比

率。這個估算式的構想很直接，而且容易理

解與計算，但是具有負向的偏誤，其偏誤已

由 Basharin (1959)導出  
 

21ˆE( ) ( )
2m
SH H O n
n

−−
= − +  

 
此式顯示樣本數( n )越大，偏誤則越小，

但是對一特定樣本來說其偏誤由總物種數 
S與樣本數 n決定。除了偏誤外，此估式另一

個困擾是難以有效的估算其標準差。Manly 
(1997)指出以靴環法 (bootstrapping)的方式

所得的信賴區間，對於真值 H的涵蓋率低於

名義上宣稱的 95%。這兩個困擾生態學者的

問題由 Chao and Shen (2003)與 Pla (2004) 
提出修正的方法，前者的估式以 ˆ

cH 表示，後

者則以 ˆ
pH 表示。前者 ˆ

cH 經由理論的方式推

導而得，後者 ˆ
pH 則根據各種不同數值的岐異

度下群落結構模擬之數據求得。兩者均以電

腦模擬研究的方式驗證其所提出之方法的有

效性。本研究之目的在於探討 ˆ
cH 與 ˆ

pH 在三

方面的表現之相似與相異之處：(1)偏誤的矯

正程度，(2)變方的大小，(3)標準差的估值。

在比較兩個估式之前，先於下一節簡介此兩

個估式。  

材料與方法 
在本節中我們將簡短介紹 Chao and 

Shen 與 Pla 兩者的估式。Chao and Shen 
(2003) 透過 Horvitz-Thompson 的方式將最

大概度估式 ˆ
mH 朝無偏誤的方向矯正為 

 
ˆ

1

log( )ˆ ( )
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S
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式中之 ( )iI A 是一個 iA的指示函數， iA是

一個事件代表第 i個物種是否出現在樣本

中，若是出現則 ( ) 1iI A = ，反之 ( ) 0iI A = ; 
1 (1 )niP− − 是第 i個物種被抽取到的機率。其

次 將 最 大 概 度 估 式 ˆ
mH 中 之 相 對 豐 量 

(relative abundance) ˆ /i iP X n= 修正為 ˆ
îCP，

式中之 Ĉ為樣本遮蓋率，修正的用意在於將

沒取到的物種考慮進來。修正後的 ˆ
cH 具有下

列型式 
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上式中之 1

ˆ 1 /C f n= − ， 1f 為樣本中個體數為

1 的物種數，n為樣本中之總個體數。修正後

的 ˆ
cH 與修正前的 ˆ

mH 其外型基本上是一致

的。若是將樣本資料整理成下列簡潔的方

式， mf 為樣本中具有m個體數的物種數。 
 
m  1 2 … k  … n  

mf  1f  2f  … kf  … nf  
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則上述之 ˆ
cH 可以改寫成配合簡潔樣本資料

的型式 
1 1
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Chao and Shen (2003) 也導出對應於此式之

大樣本變方為 
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式 中 之 cov( , ) /i j i jf f f f S= − % ， 當 i j≠ , 

cov( , ) (1 ) /i i i if f f f S= − % ，此處之 S% 為  Chao 

and Lee (1992) 以及 Chao et al. (2000)導出

的物種數估式。 
  Pla (2004)的出發點則是傳統的靴環

法(Efron 1979)，亦即透過靴環的方式從樣本

再取樣,並按照式(1)計算,求得一序列之靴環

估值 *
* * * *
1 2 3, , , ,

n
H H H H… 。其次考慮岐異度真值

H與最大概度估值 ˆ
mH 的偏誤估值 ˆ

mH H− ，

此估值可分割成兩部分 
 

* *ˆ ˆ( ) ( )m mH H H H H H− = − + −  
 
式中之 *H 為靴環估值均數。上式等號右邊第

一項 *ˆ( )mH H− 是可從樣本取得之數值，第二

項之數值 *( )H H− 則無法從樣本取得，因為 
H 是未知的群落岐異度。由於偏誤隨著總物

種數增加而負向增大，因為偏誤的理論值為

bias ( 1) /S n= − − ，所以 Pla 構想一個複回歸

模式 
 

* *
1 2 3

ˆˆ ˆ( ) ( )mH H H H H Sβ β β− = − + + +ò  
 

來描述偏誤的幅度。Pla 模擬各種不同形式的

群 落 物 種 結 構 , 涵 蓋 廣 闊 的 岐 異 度 值

(H = 0.557~4.097)，並在此情況下進行抽樣

以計算 ˆ
mH 與 Ŝ，以及再抽樣以計算靴環估值

均數 *H 。然後做複回歸模式之配適，得到下

列估算偏誤的複回歸式 
 

* * ˆˆ ˆ( ) 1.73( ) 0.02 0.0003m mH H H H H S− = − + − +ò
 

將此式改寫後即得 Pla 的估式  
 

* ˆˆ ˆ2.73 1.75 0.0003p mH H H S= − +  
 

至於 ˆ
pH 的變方 Pla 也是推薦靴環法的方式

估計 *
2
ˆˆ
H

σ ，但是這個變方估值有低估的傾向，

無法有效的估計
2
ˆ
pH

σ ，因此 Yang (2006) 提出

下列矯正式 
 

*
2
ˆ2

ˆ 0.46p

H
H

σ
σ =  

 
上式中之 *

2
Ĥ

σ 為靴環法所求出的物種岐異度

估值的變方。 
我們將以模擬的方式比較 ˆ

cH 與 ˆ
pH 兩者

對於偏誤的矯正程度以及其變方的大小。在

進行模擬比較前，我們沿用 Chao and Shen 
的方式定義物種相對豐量的變異係數如下 

 
1/22
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( ) /

CV

S

i
i

P P S

P
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式中之 1

/
S

i
i

P P S
=

=∑  。此數值是用來描述各種型

式的群落結構，我們將在各種 CV 數值下觀

察 ˆ
cH 與 ˆ

pH 的表現。參考 Chao and Shen 的

模擬架構，以四種物種豐富度模式進行模擬 

1. i iP cx= ，式中之 1 2( , , , )Sx x x… 為從均勻分

布 (0,1)U 中取出之一組隨機樣本。  
2. i iP cx= ，式中之 1 2( , , , )Sx x x… 為從平均值

為 1 的指數分布中取出之一組隨機樣本。 
3. / ( 2)iP c i= + ， 1,2, ,i S= … . 
4. /iP c i= ， 1,2, ,i S= … . 

模擬研究分成兩個層面，第一個層面是

在比較廣泛的 CV 值下觀察兩者的表現。為

了達到這個目的，我們從每個模式中取出 91 
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個群落，群落所含的物種數 S從 10 至 100，
以期所選出之群落代表各種不同的 CV 值與

H值。從每個群落取出 100 個樣本，按照此

方式每個模式可評估 91 個偏誤值，四種模式

下則有 364個偏誤值。同樣的方式可求得 364 
個變方值與變方估值。第二個層面是縮小範

圍，僅從四種特定的 CV 值下觀察兩者的表

現。 

結果與討論 

我們將分成三個小節來說明比較的結

果，(1)偏誤的矯正，(2)變方的大小，及(3)
變方估值的正確性。 

1. 各種 CV 值下偏誤的矯正 
將 ˆ

cH 與 ˆ
pH 的偏誤值各 364 個與其對應

之 CV 值繪成散布圖如 Fig. 1 所示。這是在

樣本數 n S= 下所得的結果，也就是樣本數為

一倍的物種數。Fig. 1 的橫軸為 CV 值，此數

值小表示群落中所含物種的相對豐量較均

勻，在此情形下，物種岐異度 H 較大，此時

群落中之物種數出現於樣本的比率較高，因

此偏誤較小， ˆ
cH 與 ˆ

pH 的偏誤矯正效果無法

顯現; 但是在 CV 值大時，表示相對豐量非常

不均勻，豐量大的物種多數出現於樣本，但

是稀有物種出現在樣本的機率低。因此，有

相當數目的物種不會出現在隨機樣本，進而

造成較大的偏誤，此種場景正是評估 ˆ
cH 、 ˆ

pH
兩者對於偏誤矯正的能力。Fig. 1 中之符號

，×顯示: 雖然經過矯正，負向的偏誤仍然

存在，但是幅度已經小至 0.15 以內， ˆ
cH 的矯

正稍微優於 ˆ
pH ，前者在-0.05 左右，後者在

-0.10 左右，兩者相差之幅度約為 0.05。若是

樣本數增加為 3n S= 時其偏誤值矯正情形如

Fig. 2 所示。Fig. 2 中之符號×顯示出 ˆ
cH 的偏

誤隨著 CV 值增大而由負值變成正值， 則

顯示 ˆ
pH 的趨勢則相反，由正值下降至無偏的

狀態。對於更大的樣本數所得的結果，例如 
5n S= 本文中雖無顯示，但此種現象依然維

持著，因此我們推測: 大樣本似乎是對 ˆ
pH 的

偏誤矯正較為有利。 

2.各種 CV 值下的誤差均方的大小 
這一小節是以模擬的方式估計

2
cH

σ 以及 
2
pH

σ 我們在 364 個模擬群落下每一群落取出

100 樣本，根據樣本估值 ˆ , ,iH i c p= 以下列方

式估算其所對應的誤差均方，為了方便起見

我們仍用變方的符號 2σ 來表示，而且以「變

方」來稱呼「誤差均方」。 

 
Fig. 1. Scatterplot of bias of ˆ

cH and ˆ
pH  

under various CV's when sample size 
n S= . Here ˆ

cH and ˆ
pH  are 

biodiversity index estimators of Chao 
and Pla, respectively. 

 
Fig. 2. Scatterplot of bias of ˆ

cH  and ˆ
pH  

under various CV's when sample size 
3n S= . 
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( )
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100 1i ih iH
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= −
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Fig. 3 是樣本數為一倍時( n S= )， ˆ

cH 、
ˆ
pH 兩種岐異度估式的變方隨著 CV 值而變動

的圖示。符號 ，×出現的位置顯示兩者大

致重疊，因此對於 ˆ
cH 、 ˆ

pH 兩者來說不易察

覺何者具有優勢，變方的數值在 0.14 以下。

在樣本數增加為三倍的物種數時 3n S= ，兩

個估式的變方均變小在 0.04 以下，如 Fig. 4
所示。我們將在下列兩小節中，在特定的 CV
值下觀察何者較具有優勢。 

3. 固定 CV 值下的偏誤與誤差均方根  
在這小節，我們將焦點限制在四個不同

的 CV 值下，觀察 Chao 與 Pla 兩者的估值偏

誤與誤差均方根 (root mean square error; 
RMSE ) 隨著樣本數的變化。四種不同的 CV 
值:0.547、0.920、1.343、2.253 分別代表前述

四種模式相對豐量的均勻程度，數值小者均

勻度高，數值相對較大者表示相對豐量較不

均勻。在四個模式與三種樣本數的 12 種組合

下，以電腦模擬的方式抽取 1,000 個隨機樣

本，計算樣本估值 ˆ
cH 與 ˆ

pH ，並觀察其偏誤

與誤差均方根之數值。模擬的結果顯示於 Fig. 
5。此圖顯示: (1) ˆ

cH 在 CV 值小 (Model 1) 的
時後表現最佳，其偏誤幾乎不存在，隨著 CV
漸增 (Models 2,3,4)，偏誤為負值而且幅度加

大，在樣本數小的時候( 50n = )偏誤相對較

大，但是隨樣本數增加至 100n = 時，偏誤即

逐漸縮小。(2) ˆ
pH 在 n=50 時雖不如 ˆ

cH ，但

是隨著樣本數增加，其偏誤亦逐漸減少而接

近 ˆ
cH 的表現。其次將 ˆ

cH 與 ˆ
pH 兩者的誤差均

方根繪成圖形，如 Fig. 6。圖形顯示 ˆ
cH 的誤

差均方根在前三種模式的表現均較 ˆ
pH 稍

大，隨著 CV 值加大，兩者的誤差均方根逐

漸接近。 

4. 大樣本下的偏誤 n = 100, 200, 300, 400 
在樣本數小於 100 時， ˆ

cH 的偏誤矯正

的表現均優於 ˆ
pH ，但是當樣本數增加時，情

況卻逐漸逆轉。Fig. 7 顯示當樣本數逐漸增大

時 ˆ
cH 與 ˆ

pH 兩者之偏誤改變之情形。Fig. 7 
中的四個子圖與 Fig. 2 的結果( 3n S= )相當一

致。當 CV 值較大時(Model 4)， ˆ
cH 似乎是

過度矯正了，因為此時單純的最大概度估值
ˆ
mH 的偏誤都已經大幅減少，其幅度從 0.5 

( 100n = ) 降至  0.15 ( 400n = )。對於 ˆ
pH 來

說， 200n = 時似乎是關鍵點，對於更大的樣

本數 Pla 的估式具有優勢。 

5. 信賴區間的覆蓋率 
除了上述最重要的主題: 偏誤與變異大

小之外，另一個主題就是有關於變異之估

算。以往藉由靴環法估算最大概度估值 ˆ
mH  

 
Fig. 3. Scatterplot of MSE of ˆ

cH  and ˆ
pH  

under various CV's when sample size 
n S= . 

 
Fig. 4. Scatterplot of MSE of ˆ

cH  and ˆ
pH  

under various CV's when sample size 
3n S= . 
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Fig. 5. Bias curves of ˆ

cH  and ˆ
pH  under four models when sample size 100n ≤ . Here ˆ

cH and 
ˆ
pH  are biodiversity index estimators of Chao and Pla, respectively. 

 
Fig. 6. RMSE (root mean sqaued error) curves of ˆ

cH  and ˆ
pH  from four models when sample 

size 100n ≤ . 
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Fig. 7. Bias curves of ˆ
cH  and ˆ

pH  under four models when sample size 100n ≤ . 

之標準差，其最大的問題為低估。這個問題

同樣發生在 Pla 所提出之估式 ˆ
pH 低估標準差

的後果就是對於 H 的信賴區間無法有效的估

算，因為覆蓋率偏低無法達到名義上的 
95%。Yang (2006) 在其碩士論文提出一矯正

式 

*
2 2
ˆ ˆ

1ˆ ˆ·
0.46pH H

σ σ=  

式中之
2
ˆˆ
pH

σ 為 ˆ
pH 之變方估值，亦即前述

之誤差均方(MSE)由 1,000個隨機樣本所得的
ˆ
pH 計算而得，由於偏誤已經大幅改善，因此

將誤差均方視為變方之估值； *
2
ˆˆ
H

σ 則為每一隨

機樣本所得的變方估值，是透過靴環法得到

的。Fig. 8 顯示這個矯正式大致上能有效的描

述此兩種不同方式的變方估值。根據此矯正

式所得的標準差建立的信賴區間大致上已達

到名義上宣稱的 95%信賴係數。Table 1 顯
示：當樣本數為 3n S= 時，覆蓋率均已超過

95%，這個顯示變方矯正式有過度矯正的趨

勢，這個趨勢顯示在 Fig. 8 的左下角，當樣

本數變大時， ˆ
pH 之變方變小，此時縱軸之數

值多數大於橫軸數值，因此對應點位於參考

線(對角線) 之上方。 

6. 數例與結論 
綜合上述之結果，我們得到下列之結論： 

(1)使用 Chao 的矯正式最有利的情境是 CV 
值低而且樣本數小的時候，例如在模式一與

模式二，隨著 CV 值增大 Chao 的估式偏誤增

加，雖然偏誤會隨著樣本數增加而減少，但

是樣本數增大至 n = 200 時偏誤變為正值，

而且亦緩緩上升。(2) Pla 的估式表現則在於

CV 值較大而且樣本數較大時較 Chao 為優。



兩種 Shannon 生物岐異度指數矯正估式之比較 265

我們以七組實際的數據(列於  Table 2)說明

岐異度指數之估計，其結果列於 Table 3，並

透過先前模擬研究的結果來解讀這些估值。

對於 Lee, Janzan I, Janzan II, Batten I Batten 
II 五組數據，其中後四者在 Chao and Shen 

(2003) 已有討論、這五者是 ˆ
cH 最具優勢的情

境，我們在 Table 3 可以看出 ˆ
pH 的數值與 ˆ

cH
非常接近。對於 Hwang I, Hwang II 兩組數

據，由於樣本數較大， ˆ
mH 已經接近 ˆ

pH ，但

是 ˆ
cH 的優勢已不再，反而有高估的傾向。 

 

Fig. 8. Scatter plot of adjusted variance estimate *
2
ˆ

1 ˆ
0.46 H

σ  versus 
2
ˆˆ
pH

σ  which is estimated by 1,000 

sample estimates of ˆ
pH .  The diagonal line is the reference line *

2 2
ˆˆ

1 ˆ ˆ
0.46 pHH

σ σ= . 

Table 1. Coverage rates under 36 scenarios. Each scenario is a combination of a model with a specified CV 
value, a sample size, and a specified number of species. 

model Sample 
Size n 

Number  
of species S 1 2 3 4 

10 91.8 94.9 93.8 94.5 
50 97.1 94.8 94.6 91.3 

n=S 

100 96.4 94.6 91.0 92.2 
10 97.5 97.3 97.4 95.3 
50 98.0 96.8 96.7 97.2 

n=2S 

100 95.2 97.3 97.0 97.8 
10 98.2 96.3 99.1 97.9 
50 98.2 98.5 98.1 98.2 

n=3S 

100 97.0 98.1 98.1 97.8 
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Table 2. Seven data sets for illustrative purpose. 

Lee’s (2005) snake data 
m 1 2 3 4 5 13 16     
fm 3 3 2 5 1 1 1     
Janzan’s (1973, cf Chao 2003) insect data (day)  
m 1 2 3 4 5 6 11     
fm 59 9 3 2 2 2 1     
Janzan’s (1973, cf Chao 2003) insect data (night) 
m 1 2 3 5 7 10 14 16 18   
fm 56 9 7 2 1 1 1 1 1   
Batten’s (1976, cf Magurran, 1988) bird bata I 
m 1 2 3 5 6 11 16 21 25 26 35 
fm 4 3 5 1 1 1 1 1 1 1 1 
Batten’s (1976, cf Magurran, 1988) bird bata II 
m 1 2 3 4 5 9 11 14 20 30 65 
fm 2 1 2 1 1 1 1 1 1 2 1 
Hwang’s (2000) butterfly data I 
m 1 2 3 4 6 7 10 17 19 24 27 
fm 7 5 1 2 3 2 2 1 1 1 1 
m 28 36 39 44 73 76 113  
fm 1 1 1 1 1 1 1  
Hwang’s (2000) butterfly data II 
m 1 2 3 4 5 8 9 10 13 14 17 
fm 9 3 2 1 1 1 1 1 1 1 1 
m 22 25 83 92  
fm 1 1 2 1  

Table 3. Estimate and associated SE (in parenthesis) of Shannon index obtained from ˆ
mH , ˆ

cH and ˆ
pH . 

Source CV Ŝ  n MLE Chao Pla 
Lee (snake) 0.944 16 69 2.434 2.562 2.608 
    (0.099) (0.115) (0.165) 
Janzan I (insect) 0.959 78 127 4.077 4.699 4.621 
    (0.074) (0.211) (0.126) 
Janzan II (insect) 0.953 79 170 3.832 4.297 4.230 
    (0.088) (0.205) (0.139) 
Batten I (bird) 1.183 20 170 2.408 2.491 2.466 
    (0.071) (0.101) (0.109) 
Batten II (bird) 1.414 14 198 2.056 2.093 2.080 
    (0.066) (0.159) (0.097) 
Hwang I (butterfly) 1.472 33 576 2.703 2.746 2.708 
    (0.043) (0.136) (0.065) 
Hwang II (butterfly) 1.627 27 406 2.311 2.378 2.333 
    (0.057) (0.085) (0.158) 
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