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一、中文摘要

使用恢復係數可大幅的簡化碰撞問題的分
析工作。恢復係數除了和材料特性有關
外，也受表面形態的影響。在這個計劃中，
我們採用 Cantor 集建立一個碎形表面模
型，推導碰撞過程中兩物體間正向力和相
對位移的關係式，並以此探討恢復係數和
初始速度、表面型態間的關係。

關鍵詞：恢復係數、碎形、表面形態

Abstract
The analysis of collision problem can be
greatly simplified by using restitution
coefficients. Besides material properties, the
coefficient of restitution also depends on the
surface topography. In this project, we
constructed a fractal surface model using
Cantor set. The relation between the normal
force and relative displacement during the
collision procession is derived. Based on this
relation, we studied the effects of initial
velocity and surface topography on the
coefficient of restitution.

Keywords: coefficient of restitution, fractal,
surface topography

二、緣由與目的

正確完整的分析物體的碰撞過程，
即使是應用電腦的高速計算能力仍然是
一件繁雜費時的工作。為了簡化分析工
作，當我們並不關心碰撞所導致的局部
變形和暫態反應時，可以將相互碰撞的
物體視為剛體。這個時候必需引入恢復
係數以提供有關碰撞過程中能量損耗的
資料：恢復係數為 1 時為彈性碰撞，沒
有能量損耗；恢復係數為 0 時，為全塑

性碰撞，能量損耗最大。
這裏一個重要的課題是恢復係數和

一些基本物理量間的關係。相互碰撞的
兩物體在接觸點上有共同的切平面，恢
復係數是兩物體的相對速度垂直於切平
面方向的分量在碰撞後和碰撞前的比
值。Tabor〔1〕和 Johnson〔2〕分析了
球和平滑的半空間的碰撞問題。他們得
到了恢復係數和碰撞體的材料特性和相
對速度間的關係。然而他們的結果並沒
有顯示另一個重要參數－碰撞體的表面
形態（surface topography），對恢復係
數的影響。

所有的物體表面都是粗糙的而且有
著呈散漫分佈的表面高度〔3〕。許多利
用隨機變數來描述表面形態的模型被提
出，這些模型主要被用來研究兩接觸面
間的摩擦力和黏著力〔4~6〕。這其中
一 個 重 要 且 廣 受 引 用 的 模 型 是
Greenwood 和 Willianson 在 1966 年提出
的〔6〕，以下簡稱 G-W 模型。Chang
和 Ling 應用 G-W 模型推導出表面形態
和恢復係數間的關係〔7〕。在 G-W 模
型中球狀凸起的半徑是一個重要的參
數。然而，研究的結果顯示球的半徑並
不能唯一決定，它和所用的量測工具的
解析度有關。事實上，所有描述物體表
面的統計參數都有同樣的問題：這些參
數都和量測時所用的尺度有關。這個問
題表示物體表面有著碎形（fractal）的
特性。換言之，要正確的描述接觸面間
的現像必需使用碎形的表面模型。

碎形的觀念最早是由 Mandelbrot 在
1967 年提出〔8〕，對於碎形的說明請參考
〔9〕。後續的實驗顯示許多物體的表面都
有碎形的特性〔10~12〕。於是研究人員開
始注意到碎形表面模型對處理接觸面間界
面問題的重要性〔13，14〕。過去幾年來
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出現了一些基於碎形模型探討兩粗糙面間
彈塑性接觸力學〔15~17〕。

本計劃中，我們利用 Cantor 集建立碎
形表面模型，進而推導兩接觸面間正向力
和相對位移間的關係。由這個關係，我們
定量的探討恢復係數和初始速度和表面形
態的關係。

三、Cantor 集表面模型

兩粗糙面接觸時受力和變形的關係，經
適當的轉換後，等價於一平滑剛體和一彈
性粗糙面接觸的問題。因此，我們討論一
平滑剛體平面和一彈性粗糙面碰撞的情
形。首先利用 Cantor 集建立粗糙面的表面
模型。

Cantor 集表面模型如圖一所示，其表面
形狀是由參數 fx、 fz以及基準高 H *，由遞
迴的方式所定義：下一層的長度為這一層
長度的1/ fx倍；深度為1/ fz倍。以此類推，
第 n+1 層的長度為：

1
01 // +

+ == n
xxnn fLfLL ； 而 深 度 為 ：

1
01 // +

+ == n
xxnn fhfhh 。

四、恢復係數
應用 Cantor 集表面模型，將物體表面

視為由許多大小、高度不等得獨立柱體所
組成，亦即假設各個凸起間的相互作用是
可忽略的。在這個情形下可以分別求得彈
性和塑性變形時，粗糙面受力和位移間的
關係；再由受力與位移的關係，應用能量

守恆，可求出任一起始碰撞速度下的恢復
係數。

碰撞過程可分為兩物體互相接近的
壓縮部分和分開的恢復部分。首先考慮壓
縮部分。假設碰撞過程中受到影響的只是
表面深度 H *以內的部分。換言之，距表面
H *以外的部分沒有變形。當剛體平面的位
移為 u hn= ，亦即當剛體平面剛和第 n 層
Cantor 粗糙面接觸時，粗糙面上第 i 層

（ i n≥ ）的柱體應變為 ε i
n i

i

h h
H h

=
−
−* 。第 i

層的總面積 si 為 s l li i i= − +1。假設第nc 層以
上為塑性變形，以下為彈性變形。則此時
兩接觸面間的力 Pn 可表為：
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其中 E 為楊氏係數，σ y為降伏強度， si 表
示考慮塑性變形時體積不變下第 i 層的總
面積，
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當剛體平面的位移u 不大時，接觸面
間的力 P 可近似為u 的連續函數。純彈性
變形時：
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有塑性變形時：
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圖一、Cantor 集表面模型
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其中
zx ff
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接著考慮恢復部分，在這個階段接觸面間
的力逐漸減小。當壓縮過程中沒有產生塑
性變形時，兩物體循著原先的力和變形的
軌跡曲線回到碰撞前的狀態，這個時侯恢
復係數為 1。當壓縮過程中有塑性變形產生
時，恢復過程中接觸面間力和位移的關係
為：

其中 










−
−

=
)1(

*

0

max*

yz

y

fh
Hu

x
ε

ε
， maxu 為最大壓縮

量。
壓縮過程中， P u− 曲線所包含的面積即為
時過程中物體所增加的內能，這個能量應
和物體的初始動能相等。由這個關係可以
決定最大壓縮量。接著恢復過程中的 P-u
曲線可以得到恢復過程中所釋放的能量，
這個能量轉換成物體的最後動能。最後動
能和初始動能比即為恢復係數的平方。由
此可以得知不同初始動能下的恢復係數。

五、結果與討論

圖二和圖三表示不同的表面型態參數
下的力和位移的關係圖。由圖可知，在 xf
值相同的條件下，要造成同樣的位移所需
的力隨著 zf 的值的增加而增加。另一方

面，比較圖二和圖三可知，當 fz和位移相
同時， fx 越大所需的力越小。這是因為較
大的 fz值（較小的 fx）代表是較平滑的面，
所以在相同的位移下要壓縮較多的材料，
因此需要較大的力。

觀察圖二和圖三可知，受力和位移的關
係隨著表面型態的不同而有定性上的差
異。在圖二中，可以很明顯的看出加力的
過程隨著彈、塑性變形分成兩個階段。在
彈性變形部分，力隨著位移的增加而快速
的增加。當某些凸起開始塑性變形時，力
隨著位移增加的速度遂漸減小。相反的對
一個相對的較粗糙的面（圖三），由力和
位移的曲線無法明顯的區分出彈性和塑性
變形的階段。

圖四表示不同的表面型態下，恢復係數
和初始速度的關係。在初始速度小於一特
定值時，不會產生塑性變形，所以恢復係
數為 1。當初始速度大於這一特定值後，塑
性變形的量隨著速度的增加而加大，因此
恢復係數遂漸減小，但減小的速度隨著速
度的增加而降低。由圖四可知，恢復係數
隨著速度的增加會趨近一定值，這個值和

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )


























−
×








−×−×+−×









−

−
+
























−








×








−

×







−×








×








−












−








×








−

×







−×






 −×








−
























×








×








−








×








×








=

+

+
+

+
+

+

1

1*
1

0
*

max
0

2*

2

02

2000

1*

1

01

100

*

0

1

0

00

1
1

1
1

*
*

1

1
1

1
**

1
1

1
*

1
*

11
*

β
β

εε
εσ

β
β

β
β

α
α

α
α

α
α

α
α

x
fx

hx
f

hhH
hH

l

x
h
h

fH
h

H
hEl

x
h
h

fH
h

H
hEl

x
h
h

fh
h

fH
hEl

P

y
x

y
yy

x

x

xx
un

圖二、不同的 fz值下力和位移的關係圖
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表面型態有關。在塑性變形產生的範圍內
（恢復係數小於 1），恢復係數隨著 fz的
增加（ fx 減小）而加大。這是因為平滑表
面有較多的凸起來承受壓力，所以產生塑
性變形的量較小，因此有較小的能量損
耗。
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圖四、不同的 fz值下恢復係數和初始
速度的關係(a) fx = 14. ，(b) fx = 18. 。
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