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一、中文摘要
    每一種數值方法都有其缺點，尤其是
在計算 Navier-Stokes方程式（亦稱動量方
程式）的壓力場時，大部分的數值方法對
於少部分例子都得不到合理的壓力場，就
連最新的寬頻法及寬頻元素法也不例
外，所以本文是用交錯格點應用在寬頻法
及寬頻元素法上，來解不可壓縮之
Navier-Stokes方程式，以得到較合理的壓
力場。所謂交錯格點就是在解動量方程式
時，在空間分割上，將速度及壓力分別配
置於不同的格點上，而形成速度格點與壓
力格點互相交錯的情況，非交錯格點則是
速度與壓力配置於相同的格點上。在本文
中，我們先簡單地敘述及證明理論基礎，
然後驗證交錯格點程式的正確性，最後再
計算實際無解析解的例子，並比較交錯格
點交錯格點所算出的壓力之異同。

二、緣由與目的

早期用有限差分法來解一些熱流問
題時，在壓力方面會產生震盪的現象，於
是在 1965年，由 Harlow及Welch首先提
出交錯格點（staggered grid or staggered
mesh）的方法。之後的有限元素法，在解
某些例子上，壓力仍然會有震盪現象產
生，於是 Hood及 Taylor在 1973年也將有
限差分法交錯格點的觀念應用於有限元
素法上面，並且得到不錯的結果。寬頻
法、寬頻元素法與有限元素法皆屬於權重
殘餘值法（MWR），所以在性質上與有
限元素法幾乎一樣，在某些例子上，壓力

仍然會有震盪的現象產生，所以解決的方
法仍然是採用交錯格點的方法。
本文採用與M. Iskandarani et. al.類似

的壓力格點，就是速度為 N 階的 Gauss-
Lobatto Legendre 格點，壓力為 N-1 階的
Gauss-Lobatto Legendre格點。

三、理論基礎

在有限差分法、有限元素法、寬頻法
及寬頻元素法中，會造成壓力震盪的原因
是因為在解壓力時，除了得到真正符合物
理意義的壓力之外，另外還存在一個與壓
力相關的多維度的次空間，我們稱之為假
性壓力模數（spurious pressure modes）或
稱為寄生蟲壓力模數（parasite pressure
modes），這個假性壓力模數會影響到真
正的壓力解，使我們得到會有震盪情形的
壓力。

四、數值方法

(i)時間座標離散化
考慮一個二維不可壓縮、黏滯係數為
常數的Navier-Stokes方程式與連續方程式
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ρ = 1。Navier-Stokes方程式中的對流項改
寫成旋性形式，是因為如此可以減低數值
運算上的誤差。我們用剛性顯性隱性積分
法對（1）式作時間的積分，所以（1）式
可近似為
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上式中 ( )N vn q− 為顯性處理的非線性項及

作用力 ( )1
2 ∇ ⋅ − × −v v v fω ， ( )L vn+1 為隱性處

理的線性項(ν ∇2v )， J i
和 Je代表積分階

數。
分離法把式(3)其分成為下面三個步
驟處理:
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第二步驟為壓力的積分

           ∃∃ ∃v v−
= −∇ +

∆t
pn 1            (5)

第三步驟為線性黏滯項的積分，求取新的
速度

         ( )γ ν0v v
L v

n+1
n+1−

=
∃∃

∆t
       (6)

上面式中 ∃v和 ∃∃v各為一中間速度。不可壓
縮條件使用在中間速度 ∃∃v
               ∇ ⋅ =∃∃v 0             (7)
第二步驟式(5)，就改寫為解以下的壓力
Poisson方程式
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此為分離法所要解的壓力方程式。式(6)
和式(8)均為二階微分方程式，而 Dirichlet
type速度邊界條件
               v vn+ =1

0            (8)
將應用到式 (6)解出新的 ( )n +1 時間速度

場。
(ii)空間座標離散化
觀察分離法所產生的速度與壓力的

方程式（6）式與（8）式，可發現它們都
是屬於 Helmholtz方程式，Helmholtz方程
式的一般式如下：
    ( )− ∇ ⋅ ∇ +h u h u = f          in 1 2 Ω    （9）
其中 h1、h 2為已知常數或變數，u為待解
變數， f為已知的外力項。
我們應用變分學將 Helmholtz 方程式
乘上權重函數φ，化為 weak form的形式
為
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最後我們可以得到 Helmholtz 方程式的張
量積（tensor product）的數值積分式：
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使用交錯格點，在 Navier-Stokes 方程式
中，每個元素的應變數 u、 v及 p被內插
近似成
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由時間之離散化配合 Helmholtz 方程式與
Poisson方程式的離散化，便可解得交錯格
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點的速度場與壓力場。

五、數值方法之驗證

Kovasznay流場是一個有解析解，沒
有源性項且符合Navier-Stokes方程式的流
動，其對應於 Navier-Stokes方程式的解析
解為：
     ( ) ( )u x y= − ⋅ ⋅1 2exp cosλ π      （20）

     ( ) ( )v x y= ⋅ ⋅λ
π

λ π
2

2exp sin      （21）

     ( )[ ]p x= − ⋅1
2
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其中 λ π= − +Re Re
2 4

4
2

2 。此測試例的計

算區域為 ] [Ω = 0 1 2, ，元素個數 K=1 及

K=4，雷諾數 Re=1。
寬頻法與寬頻元素法的計算結果如

圖 4-2 及圖 4-3 所示，圖 4-2 是屬於非交
錯格點的計算結果，而圖 4-3 是屬於交錯
格點的計算結果。觀察圖 4-2 及圖 4-3 可
發現不論非交錯格點與交錯格點的速
度、壓力的誤差均有寬頻精確性，且寬頻
法比寬頻元素法的精確性要來的好，這是
因為寬頻元素法中，元素與元素之間只是
C 0 -連續（C0 -continuity），並沒有給予高
階微分也連續的限制，所以精確性比寬頻
法還差。

六、實例應用
用來描述不可壓縮、密度及黏滯係數

為常數的穴流問題，其統御方程式就是
Navier-Stokes方程式及連續方程式

Navier-Stokes方程式：
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我們的計算區域為 ] [Ω = − 11 2, ，邊界條件

為：
  u v= = 0   at x = 1 or x = −1 ，

[ ]∀ ∈ −y 11,

  and at y = −1， [ ]∀ ∈ −x 11,       （25）

  ( )u x= − −1 2 2
 at y = 1， [ ]∀ ∈ −x 11, (26）

       v = 0      on ∂Ω         （27）

七、結果與討論
圖 5-1為穴流問題之幾何形狀；圖 5-4

與圖 5-5為主格點階數Nx=13在不同位置
時的速度剖面圖；圖 5-6 及圖 5-7 為主格
點階數 Nx=13 在不同位置時的壓力剖面
圖；圖 5-8及圖 5-9為主格點階數 Nx=15
在不同位置時的壓力剖面圖；圖 5-10至圖
5-11 為主格點階數 Nx=17 在不同位置時
的壓力剖面圖。
由速度剖面圖中我們可以發現，非交

錯格點與交錯格點的速度幾乎是重合
的，而且也沒有震盪的現象，另外由壓力
剖面圖中，我們可以發現使用交錯格點所
計算出來的壓力，震盪現象有是有（此與
Bernardi et. al.，1988的理論相符），但震
盪的幅度很小；反觀非交錯格點的壓力，
震盪現象非常明顯，不過隨著主格點的階
數增加，非交錯格點的壓力震盪現象便逐
漸消失，這是因為寬頻法及寬頻元素法有
寬頻精確度的緣故，不過在有限元素法也
有相同的性質(Sani，1981)。
圖中所示的參考解實際上是用高階
的交錯格點所算出的壓力來取代，因為我
們在數值方法的驗證中證明，若格點的階
數愈高，則數值解就愈趨近於正解，所以
我們才把它當作解析解，作為低階的交錯
格點與非交錯格點壓力的參考依據。

八、結論與建議
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本文主要目的是將交錯格點應用到
寬頻法及寬頻元素法上，並與非交錯格點
法做比較，最後得到以下的結論：

(1)使用交錯格點解壓力時，可以很明
顯的消除使用非交錯格點時的壓力震盪
現象。

(2)如果我們所要解的問題，並不著重
壓力場的話，則使用非交錯格點會比較
好。

(3)交錯格點應用於寬頻法寬頻元素
法上，其誤差的收斂情形仍有寬頻精確
性。

(4)因為另外再建立了一組壓力格
點，所以比非交錯格點需要更多的記憶體
空間。
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