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中文摘要 

在之前的計畫中（NSC87 -2212- E 
- 002-049），我們利用 Cantor 集建立了

一個規則且具有碎形特性的表面模

型，利用這個模型及彈塑性變形分

析，我們成功的得到規則碎形表面和

平滑剛體平面接觸時的受力和變形間

的關係。本計畫推廣先前的方法研究

隨機碎形面間的接觸行為。我們將規

律的表面模型中固定的參數，如分岐

數目、水平縮減比例、垂直縮減比例

等，擴展為隨機變數；探討這些隨機

變數的機率分佈對粗糙面間接觸行為

的影響。 

關鍵詞：碎形表面模型、隨機變數、

Cantor 集，接觸力學 

Abstract 
In the previous project (NSC87- 

2212-E-002-049), we constructed a 
regular fractal surface model using the 
Cantor set. Based on this model and 
elastic-perfectly plastic deformation 
analysis, we successfully derived the 
load-displacement relationship for a 
regular fractal surface in contact with a 
rigid smooth surface. In this project, the 
method developed previously was ex-
tended to study the contact behavior of 
random fractal surfaces. A random Can-
tor set surface model was constructed 
first by introducing random parameters, 
i.e., branching number, horizontal re-
ducing factor and vertical reducing 
factor. Then we analyzed the effects of 

these random parameters on the 
load-displacement relationship.  
Keywords: fractal surface model, random 

variable, Cantor set, contact 
mechanics 

緣由與目的 
所有的物體表面都是粗糙的而且

有著呈散漫分佈的表面高度〔1〕。物

體的表面形態對於因兩物體相接觸而

產生的摩擦、磨損、熱傳、電導等特

性有著重要的影響。要研究表面形態

對這些接觸特性的影響，首先必需知

道如何正確的描述接觸面的表面形

態。為此許多研究者提出利用隨機變

數來描述表面形態的模型，並利用這

些模型來研究兩接觸面間的力學行

為。這其中一個重要且廣受引用的模

型是由 Greenwood 和 Willianson 在

1966 年提出的〔2〕，以下簡稱 G-W 模

型。G-W 模型假設物體表面是由一些

相同半徑、不同高度的球所組成，這

些球的高度呈隨機分佈。兩物體相接

觸時，每個球的變形都遵循古典的

Hertz 解；而接觸面整體的變形和外力

間的關係，可由球的高度的機率分佈

函數經適當的統計分析而得。這個模

型成功的定性的解釋了兩接觸面間的

摩擦特性。在 G-W 模型中球狀凸起的

半徑是一個重要的參數。然而，在將

G-W 模型應用於真實表面時，研究的

結果顯示球的半徑並不能唯一決定，
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它和所用的量測工具的解析度有關。

Greenwood 本人於 1984 年說明了G-W
模型遇到的問題〔3〕。這類問題並不

是 G-W 模型所獨有的，事實上，所有

描述物體表面的統計參數都有相同的

問題：這些參數都和量測時所用的尺

度有關。這個現像表示物體表面有著

碎形（fractal）的特性。換言之，要正

確的描述接觸面間的現像必需使用碎

形的表面模型。 

碎形的觀念最早是由 Mandelbrot
在 1967 年提出〔4〕。後續的實驗顯示

許多物體的表面都有碎形的特性〔5–
7〕，於是研究人員開始注意到碎形表

面模型對處理接觸面間界面問題的重

要性〔8，9〕。過去幾年來一些學者利

用碎形模型探討兩粗糙面間的彈塑性

接觸行為〔10–15〕。Majumdar 和

Bhushan 利用 Weierstrass-Mandelbrot
函數建立具有碎形特性的表面模型並

經由彈塑性分析得到接觸面間的力學

行為〔10〕；Borodich 和 Mosolov 用

Cantor 集建立表面模型並探討接觸面

間的塑性變形行為〔11〕；Warren 等人

擴展了 Borodich 和 Mosolov 的結果到

彈塑性變形〔12，13〕；Lu 和 Kuo 同

樣的利用 Cantor 集建立表面模型，並

探討彈塑性變形下表面形態對恢復係

數的影響〔14〕。以上這些研究在定性

的解釋粗糙面間的力學行為上都得到

相當程度的成功，但是它們有一個共

同的缺點–都是基於規則的表面模

型。眾所周知，真實的表面形態是不

規則的，佈滿了隨機分佈大小不同的

凸起，所謂的碎形實際上指的是局部

的表面經過適當的放大後和整體具有

相同的統計上的特性，亦即 self-affine
而非 self-similar。因此基於 Cantor 集

或 Weierstrass-Mandelbrot 函數所建構

的 self-similar 表面模型是否適用於真

實的粗糙面，需要進一步的檢驗。 

Warren 和 Krajcinovic 首先嘗試將

隨機的 Cantor 集表面模型應用於粗糙

面的力學行為分析〔15〕。但是他們只

討論碎形維度的期望值和 Cantor 集參

數期望值間的關係，接著直接將碎形

維度的期望值代入之前對規律 Cantor 
集表面模型得到的結果中，並沒有分

析隨機的 Cantor 集模型下受力的期望

值、標準差和碎形參數間的關系。本

計劃首先建立一般化的隨機 Cantor 集
表面模型，將水平縮減比例、垂直縮

減比例都視為隨機變數，由此探討表

面模型參數的機率分佈對粗糙面間接

觸力學行為的影響，利用 Monte-Carlo
法驗證所得的結果，並和之前基於規

則表面模型的研究結果相比較。 

研究方法  

前人的研究顯示兩粗糙面相接觸

的問題經由適當的轉換後等價於一個

粗糙面和一平滑剛體相接觸的問題

〔1〕。因此我們先研究一個具碎形特

徵的粗糙面和一固定平滑剛體相接觸

時受力和位移間的關係。 

首先應用 Cantor 集建立描述粗糙

面的碎形模型。利用規則的 Cantor 集
建立表面模型的過程如下：先決定分

岐數目 s，水平縮減比例 、垂直縮減

比例 。在第 n 個階段時，共有 個

最高的凸起，其水平總長度為 l ，每個

凸起的水平長度為 ( / ；相鄰的兩

個最高凸起間有一凹陷，其深度為

。在第

f x

)n

f z sn

n

l sn

hn n +1b g個階段時，將第 n 個階

段中每個最高凸起分為 b 段，將2s 1g−
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其中 段下移 。同時使

得第 b 個階段中最高凸起的總長

度 l l 。重覆這個過程可以得到

規律的 Cantor 集表面模型。圖一所示

為 s 時的 Cantor 集表面模型。 

s −1
n +1

n =1

= 2

h hn n+ =1 /

f z

f z

f x

g
n /+

f x

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 圖二、隨機Cantor集表面模型（s=2）

Cantor 集的碎形維度（fractal di-
mension）由分岐數目 s、水平縮減比

例 、垂直縮減比例 而定〔13〕。將

這些參數視為獨立的隨機變數，即可

建構具 self-affine 特性的粗糙表面。這

樣的表面模型能夠更正確的描述真實

的粗糙表面（參考圖二）。 

在討論粗糙面的變形時可將物體

表面視為由許多大小、高度不等的獨

立柱體所組成，亦即各個凸起間的相

互作用是可忽略的。在這個假設下可

以求得粗糙面受力和位移間的關係；

再經由適當的統計分析可以得到各個

隨機變數對受力和變形間關係的影

響；另外，利用 Monte-Carlo 法模擬隨

機 Cantor 表面模型和平滑剛體平面相

觸時受力和位移間的關係，以驗證之

前所得的結果。 

結果與討論  

首先建立接觸面、位移和表面模

型參數間的關係。接觸面積和分岐數

目 s 和水平縮減比例 的乘積有關，

所以這裏令

f x

s = 2，將 、 視為隨機

變數。為了便於討論令 ，

f x f z

x = 1/ f x

z = 1/ f z 。第 n 層的柱體高度為 圖一、規律Cantor集表面模型（s=2）

hn
i

n

= hF
HG
I
KJ=

∏zi
1

0  (1) 
h2 

第 n 層的水平長度（參考圖二）為 h1 h0 

ln
i

n

= lF
HG
I
KJ=

∏x i
1

0  (2) 
H*

l2/4 
l1/2 第 n 層的總面積為 

S l li i i= − +1,  i N<  (3) 
當剛體面和第 n 層柱體相接觸時， l0 

u hn=   
此時 i 的柱體有變形，假設 n>

h Hn <<
*， 

則應變可表為 

ε i
i

i

nu h
H h

h h
H

= i−
−

=
−

* *

)

 (4) 

有塑性變形時，存在一臨界層n ，

，使得 層的柱體為塑性變

形，而 i

c

(n nc > i nc>
nc≤ 為彈性變形。所以當剛體

層和第 n 層相接觸時的總力為 

P ESi i
i

n

y i
i n

Nc

= +
= = +
∑ ∑ε σ

1 1

S
c

， (5) 

其中σ y為降伏強度。式(1)〜(4)代入(5)

得到 
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P E
H

h l l

E
H

h S l

n n n

i i
n

n

y n

c

c

c

= −

− +

+ +

+
+∑

*

*

1 1

1
1

d i

σ
  (6) 

先考慮完全彈性變形時的情形，上式

可表為 

P E
H

h l h l ln n i i i
i n

N

= − −
L
NM

O
QP+ +

= +

−

∑* 1 1
1

1

b g  (7) 

假設 、 為獨立，則 、l 為獨立，

由式(7)可得總力 P 的平均值（期望值）

為： 

f x

g

f z hi i

E Pb
E E E

E E E E

P E
H

h l

h l h l

n n

i i
i n

N

i i
i n

N

b g b g b g

b g b g b g b g

=

− +

+

= +

−

+
= +

−

∑ ∑

* [

]

1

1

1

1
1

1  (8) 

其中 

E E

E

h h

h h

n i
i

n

i
i

n
n

b g

b g

=
F
HG
I
KJ

L
NM

O
QP

= =

=

=

∏

∏

z

z z

1
0

0
1

0

， 

同理 

E El l hi
i

i
ib g b g= =x z0 0, h ， 

則式(8)可化簡為 

E P E
H

h l n

n

b g

b g

=

− −
−
−

+

* [

]

0 0 1

1
1

1

1

1
1

x

x

β

β β
β

N ，   (9) 

其中β = xz1 。式(9)和之前對規律

Cantor 集所得的結果相同。 

接著求接觸力的 2nd moment， 

E E

E E

P E
H

h l

h l h S h S

n n

n n i i
i n

N

i i
i n

N

2
2

2
1

2

1
1

1

1

1 2

2

c h c h= FHG
I
KJ

−
F
HG

I
KJ +
F
HG

I
KJ

L
N
MM

O
Q
PP

+

+
= +

−

= +

−

∑ ∑

* {

}
 

利用之前相同的步驟可將上式表為： 

E P Eh l
H

n

n
N n N n

n N

n N
N

n N

n

2 0 0
2

2

2

1
1

1
1 1

2
1

2

2

1

1 2
1

2
1

2

1
2

1

1

2

1

1

2 1

2 2 1
2

1
2

2
1

1

1 2
1

2 1
1

1

2

c h

b g
b g

d i

d i

= FHG
I
KJ

−
−

− − +

+ −
−

−

+
− −

−
×

−

−
−

F
HG
I
KJ −
F
HG
I
KJ

+ −
−

− + −

+

+ −

+ −

+

* {

( )

/

{
[ ]

/
}

/

x

x
z

x + x

x + x x x

z x x

2

2

2

2 2

β

β
β

β β β

β β
β

β

β β β

β

β β
β

β
β

β β

β β β β N −

−

1

21 β
}

       (10) 
其中 

x x 22 = E c h， z z ，2
2 = E c h β 2 2= x z2 。 

利用式(9)、(10)我們可以求出接觸力的

平均值、標準差和 Cantor 集的參數的

平均值、標準差之間的關係，由此可

以估計接觸力的範圍。 

接著利用 Monte-Carlo 法驗證式

(9)、(10)。假設 Cantor 集參數 、 的

機率分佈函數均為在區間 的均勻

分佈。此時， 

f x

)
f z

( ,1 2

x z= = ln 2、 x z2 2 1 2= = / 。 
隨機產生 10000 個 40 層的 Cantor 表面

模型（ N = 40），對每個表面模型可以

明確求得給定位移下的接觸力，計算

這些接觸力的平均值和標準差和式

(9)、(10)的結果相比較。圖三、四分別

為接觸力的平均值和標準差隨位移變

化的情形，縱軸的 PY y= lσ 0 ，代表完

全塑性變形時所需的力。實線代表式

(9)、(10)所得的結果，實點代表 Monte- 
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Carlo 模擬所得的結果。兩者相當吻

合。圖五顯示的是u 時的接觸力的

機率分佈函數。由圖可知，當 、 為

均勻分佈時，接觸力的分佈非常廣而

且不均勻，P 為 0.002 時機率最高，大

部分的接觸力小於 0.015。這個不均勻

的機率分佈使得接觸力的標準差相當

大，和平均值的大小相當。 
 
 
 

h= 30

f x f z

 
 
 
 
 
圖三、接觸力平均值和位移的關係 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖四、接觸力標準差和位移的關係 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖五、接觸力機率分佈圖 

我們成功的利用隨機的 Cantor 表

面模型分析接觸面間的彈性行為，在

指定位移的條件下得到接觸力的平均

值、標準差和碎形參數間的關係。但

分析塑性變形和推導高階的 moment
時則遭到相當的困難，有待進一步克

服。 
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