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一、中文摘要 

本研究計劃以理論解析及實驗的量測相互配合

驗證，以了解層域系統受動力載荷的暫態應力波傳。

計畫中利用射線展開法，建立三維層域非對稱動態作

用力波傳問題的數學模型解析解；本問題為應力波在

有限域中的波傳，故有無窮多波的特性，本計畫主要

以解析解作為基礎進行層域系統內的暫態應力及位

移數值計算；在實驗方面則建立一套完整系統以模擬

理論分析的邊界條件及動力加載方式。本實驗主要量

測自由表面之暫態位移以與理論分析作比較，計畫中

所使用的波源由毛細玻璃管或鉛筆芯斷裂所產生的

動力加載模擬為步階函數之點波源量測自由表面之

位移。本研究計劃之完成不但在學術上可了解應力波

傳之物理現象，並建立應力波在界面的反射與折射波

分析法，在實用上亦可於非破壞檢測材料性質的應用

上提供新的量測方法。本計畫的內容涵蓋了理論解析

、數值計算與實驗量測、內容相當完整而豐富且兼具

學術與實用性。 

二、英文摘要 

In this research project, the theoretical 
analysis as well as experimental measurement 
will be conducted on the dynamic responses of 
a layered medium.  We will develop the 
theory of transient wave propagation in a three 
dimensional configuration by the ray 

expansion method. Furthermore, the exact 
theory will be compared with the experimental 
results. We measure the vertical displacement 
of the layered medium on the top surface by 
applying a point force with step time function, 
which is obtained by the fracture break of a 
capillary or pencil lead. A complete 
methodology of using the transient wave 
theory in estimating the configuration and 
material properties will be developed in this 
project. 

三、緣由與目的 

波在多層介質中的產生與傳播，長久以來一直是

學者們所關心的課題。彈性波理論在不同領域中有許

多感興趣的應用，例如：根據地震波在地表面之記錄

來確定震源的位置與性質、尋找地層中的礦脈與石油

（地層探勘）；淺海水層中，聲源的定位與所接收訊

號的判別；利用材料或結構發生塑性變形或破壞前，

由於局部快速釋放應變能所產生的暫態波（音射）來

監測大型結構的安全性、以超音波或暫態彈性波來檢

測複合材料中的脫層與裂紋的偵測（非破壞檢測）。

隨科技發展的進步，層域問題引起了不少的注意。在

微機械領域中，利用積體電路製造過程所做成之微小

器械，其封裝、鍍膜等過程，薄膜之幾何特性（如鍍

層厚度）、材料性質及其受機械載荷所產生的動態響

應，均是值得研究的重要課題，又如在通訊應用中極
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為重要的表面聲波元件亦是應力波傳理論的實際應

用十分成功的範例。故探討應力波在層域內傳播的現

象，不僅可研究動力載荷作用下層域中暫態應力的分

佈，且其一些波動基本特性更可被應用於量測層域系

統之材料參數、幾何特性等非破壞檢測方面。早期對

層狀介質的研究主要處理其頻散方程與探討穩態響

應。而對層狀介質中暫態彈性波傳播的理論解析則以

廣義射線理論為主。廣義射線理論將層狀固體中之動

態反應依觀察時限而遞增之波傳射線表達，若用於計

算初期之動態反應，極為正確；然隨時間之增加，由

於應力波在界面間交互產生的反射與透射波，其數目

急遽增加，使得射線理論在長時間計算上產生困難。 

研究暫態應力波傳問題不論在理論的數學解析

，數值計算或是實驗量測，皆是相當複雜且困難的問

題，尤其為有限邊界之狀況時，應力波就會在這有限

域中來回傳播而產生波的數目急速增加。而本計畫則

完成了最具挑戰性且最困難的真正非對稱的三維層

域應力波傳問題。本計畫以三維層狀介質受非對稱動

力載荷的邊界值問題出發，有系統地處理此無窮多暫

態彈性波的波傳問題。希望藉由理論的解析與計算，

增進對層狀介質中波傳問題的瞭解，進而提供暫態彈

性波在應用上的基礎。當對結構體施加一動力衝擊載

荷時，結構體內部的質點將有劇烈的運動而產生應力

波的傳遞，此應力波若遇到自由邊界將會反射，通過

界面則會折射，若碰到幾何不連續處時，則會產生繞

射，其間之情況相當複雜。自 1950 年來，關於彈性

體內應力波之暫態波傳的理論解析已有相當的成果

[1,2]。自 1904年 Lamb[3]提出半無窮域(half-space)平

面上施加一點載荷的波傳問題，固體內應力波的探討

開始被廣泛的討論。然而 Lamb所求得的僅是轉換域

中的解，而 Cagniard(1958)將拉普拉斯域轉換的積分

映射到 Cagniard路徑中，解決了波傳問題在拉普拉斯

域中逆轉換的問題。在 Lamb的同篇論文中還求得半

無窮域受一線載荷(line loading)之轉換域中的解。

Garvin(1955)[4]探討了半無窮域受線載荷的問題。

Chao(1960)[5]則解得半無窮域受剪力的問題。

Pekeris(1955)[6][7]則研究表面下受徹體力及半無窮

域垂直施加一點波源的問題。在 1970年及 1974年，

Gakenheimer[8]和 Mooney[9]曾以數值的方法求解

Lamb問題 。Pao(1979,1981)[10][11]則以廣義射線理

論解得半無窮域受點波源之問題。對於薄板中的波傳

問題，由於波的數目會隨反射次數的增加而急劇增加

， 使 得 在 理 論 解 析 上 增 加 許 多 困 難 度 。

Davids(1959)[12]求得板受載荷時，施力軸上的暫態分

析。Miklowitz(1962)[13]使用殘值定理及 stationary 

phase分析無限域層板之暫態波傳現象。Alterman and 

Karal(1968)[14]曾以有限差分法來求得層板中的彈性

波傳問題，但這在數值分析上過於複雜且精確度不易

掌握。Norwood (1975) [15]則以轉換矩陣的方法解得

板內的暫態響應。而綜觀前人的研究，由於疊加方法

上的局限，而未能有一套較完整、較廣泛的分析方式

，因此所得之結果較為片面零散，不同的問題便需各

自發展不同的解題技巧，而本研究計劃所應用的方法

，為主持人近幾年所提出，可適用的範圍相當廣泛且

前人應用以往的解析方式所無法觸及或分析的問題

，都可迎刃而解。本研究計劃所要處理之問題為三維

層域非對稱問題的波傳，故需處理自由邊界的反射波

以及界面產生的反射及折射波，這個問題的解析在波

動力學中是相當重要，且有很大的實際應用價值。 

本研究計劃除了在理論方面的發展之外更建立

了實驗的量測技術以與理論推導及數值計算的結果

相互印證，而本實驗的設立最主要是量測自由表面的

垂直位移，因為此處之位移是最易量測且較有發展為

實際應用之潛力。本實驗的系統為經由錐形感應換能

器(NBS Conical Transducer)接收波傳訊號，經由前置

放大器，數位類比轉換器送至個人電腦，直接由理論

結果與實驗結果作比較。而感應換能器所量測之物理

量為垂直於量測面之位移。 

四、結果與討論 

在理論方面，本計畫在卡氏座標系統下，透過傅

立葉積分轉換的技巧，直接處理此層狀介質的邊界值

問題。有別於以往的代數 Bromwich展開法，提出矩

陣 Bromwich展開法，將此問題在轉換域中的波動射

線解寫成矩陣形式的無窮級數；級數的每一項由矩陣

代表之，其中包括有由載荷產生之波在層狀介質中，

經界面反射或透射相同次數產生的散射波；而所有相

同波源與接收模式(中間反射模式不論)的反射與透射
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波均加總於此矩陣中的一元素內。對一 n層介質而言

其波源發射與接收模式共有 6 6n n× 種，亦即以

6 6n n× 的大矩陣來代表一組散射波。每一個大矩陣，

如同廣義射線理論，是由波源矩陣、界面間的反射與

透射係數矩陣乘積、接收矩陣所連乘而成，其物理意

義恰如廣義射線理論所述。 

而轉換域中的矩陣解，可透過 Cagniard's method

做積分逆轉換，求得其在時域中的暫態解。有關於波

源的歷時函數部分，則以步階函數為問題之格林函數

，透過摺積定理(convolution theorem)來求得不同歷時

函數時的波動解。以下先對三維非對稱問題的基本方

程及邊界值問題作簡單之敘述。 

在均質等向性介質中，以質點位移向量 ( , )tu x 表

示的運動方程式，不計徹體力的情況下可表為 

( ) 2λ µ µ ρ+ ∇∇ ⋅ + ∇ =u u u&& 

其中 ρ 為密度；λ 和 µ 為此介質的拉梅常數。應力張

量 ( ), tσ x 與位移場 ( ), tu x 的關係可透過虎克氏定律

(Hookes’law) 與應變位移關係求得，結果為 

( ) ( )λ µ= ∇ ⋅ + ∇ + ∇σ u I u u  

其中 I為單位張量而 ∇u 為 ∇ u之轉置張量。利用荷姆

霍茲(Helmholtz)定理，可將位移向量 ( ), tu x 分解為非

旋性(irrotational)及旋性(solenoidal)向量場的兩個部

分 

φ= ∇ + ∇×u Ψ，                         (1) 

式中 

0∇ ⋅ =Ψ ；                               (2) 

φ為一純量勢能場，Ψ則為一旋性向量勢能場。若此

二位移勢能場滿足下列波動方程式 
2 2
Lc φ φ∇ = &&，                              (3) 
2 2
Tc ∇ =Ψ Ψ&&，                         (4) 

其中 

( )2 / 1L Lc sλ µ ρ= + ≡                    (5) 

/ 1T Tc sµ ρ= ≡                         (6) 

則 式 (1) 自 動 滿 足 位 移 運 動 方 程 式 。 式                            

(3)和式(4)均是標準的波動方程式， Lc 與 Tc 分別為此

介質中的縱波（壓力波、P 波）與橫波（剪力波、S

波）波速；而 Ls 、 Ts 分別為縱波慢度(P wave slowness)

與橫波慢度(S wave slowness)。經過此一變換，可簡

化原本為耦合聯立偏微分方程組的運動方程式，為非

耦合的波動方程式。 

    在卡氏座標(Cartesian Coordinate)下，位移勢能與

位移的關係(1)式，可表為： 

yzu
x y z

∂ψ∂ψφ
∂ ∂

∂= + −
∂

， 

xzv
y x z

∂ψ∂ψ∂φ
∂ ∂ ∂

= − + ，                    

y xw
z x y

∂ψ ∂ψ∂φ
∂ ∂ ∂

= + − ，                (7a~c) 

而旋性向量勢能場Ψ的各分量間需滿足散度為零的

條件式(2)即 

0yx z

x y z
∂ψ∂ψ ∂ψ

∂ ∂ ∂
+ + = ，                   (8) 

此一方程又稱為尺度條件(gauge condition)。四個勢能

函數φ、 ( ), ,x y zψ ψ ψ 與三個位移量 ( ), ,u v w 間的關係

，可透過(7a~c)與(8)四個方程式，完全確定。各個應

力分量與位移勢能的關係可表如下： 

( )
222 2

2 2
2 22 2 yz

xx T Ls s
x y x zt x

∂ ψ∂ ψ∂ φ ∂ φσ µ
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

  
 = − + + −     

 

( )
222 2

2 2
2 22 2 xz

yy T Ls s
x y y zt y

∂ ψ∂ ψ∂ φ ∂ φσ µ
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

  
= − + − +     

( )
2 22 2

2 2
2 22 2 y x

zz T Ls s
x z y zt z

∂ ψ ∂ ψ∂ φ ∂ φσ µ
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

  
 = − + + −     

22 2 22

2 22 yx z z
xy x y x z y z y x

∂ ψ∂ ψ ∂ ψ ∂ ψ∂ φσ µ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 
= + − + −  

 
22 2 22

2 22 yx x z
yz y z x y x zz y

∂ ψ∂ ψ ∂ ψ ∂ ψ∂ φσ µ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 
= + − + −  

 
2 22 22

2 22 y yx z
xz x z x y y zx z

∂ ψ ∂ ψ∂ ψ ∂ ψ∂ φσ µ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 
= − + − +  

 
。   

                                    (9a~f) 

此時已應用了波動方程式與關係式 2 2 2( 2 )L T Ls s sλ µ= −

。透過(7a~c)與(9a~f)式，各個問題的邊界條件與勢能

的關係可直接獲得。本計畫主要考慮暫態波傳的現象

，當時間小於零時(參考時間原點)，物體假設為靜止

。對於此問題，其初始條件為 
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( ) ( ), , ,      for    0t t t= = ≤u x 0 u x 0& ，     (10) 

本計畫利用積分轉換技巧，求得波動方程式在轉換域

中的通解；建立應力與位移在轉換域中和勢能函數通

解的關係式，以利於層板系統中邊界條件的代入與問

題的解析。 

    考慮一以平行面接合的 n層複合材料如圖 1所示

，每層介質假設為由等向均質材料組成如圖所繪。而

所有有關於第 i層介質的量均冠以上標或下標(i)來表

示。對一初始靜止的物體而言其初始條件為 
[ ] ( ) [ ] ( ),0 ,0i i= =u x u x 0& 。                  (11) 

在此先處理所有的載荷均位於邊界或界面上的情況

。此 n層介質上下兩表層曳力的邊界條件可寫為： 

上表面： 
[ ]

[ ]

[ ]

0(1)

0(1)

0(1)

( , ,0, ) ( , , )

( , ,0, ) ( , , )

( , ,0, ) ( , , )

xz xz

yz yz

zz zz

x y t x y t

x y t x y t

x y t x y t

σ σ

σ σ

σ σ

=

=

=

 for 
x
y

−∞ < < ∞
−∞ < < ∞， (12) 

下表面： 

[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( )

( )

( )

( , , , ) , ,

( , , , ) , ,

( , , , ) , ,

nn
xz n xz

nn
yz n yz

nn
zz n zz

x y h t x y t

x y h t x y t

x y h t x y t

σ σ

σ σ

σ σ

− =

− =

− =

 for
x
y

−∞ < < ∞
−∞ < < ∞。(13) 

其中 

( )
1

j

j i
i

h h
=

=∑ ，                            (14) 

且 ( )ih 為第 i層介質的厚度。本計畫允許界面上有加載

的情況；當載荷施加於界面 iz h= − 時，會造成的界面

上下兩層材料在界面處位移與曳力的不連續，其條件

為： 

[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )

( ) ( 1)

( ) ( 1)

( ) ( 1)

( , , , ) ( , , , ) , ,

( , , , ) ( , , , ) , ,

( , , , ) ( , , , ) , ,

ii i
i i

ii i
i i

ii i
i i

u x y h t u x y h t u x y t

v x y h t v x y h t v x y t

w x y h t w x y h t w x y t

+

+

+

− − − =

− − − =

− − − =

   

1, 2,..., 1i n= −                             (15) 

[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( ) ( 1)

( ) ( 1)

( ) ( 1)

( , , , ) ( , , , ) , ,

( , , , ) ( , , , ) , ,

( , , , ) ( , , , ) , ,

ii i
xz i xz i xz

ii i
yz i yz i yz

ii i
zz i zz i zz

x y h t x y h t x y t

x y h t x y h t x y t

x y h t x y h t x y t

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

+

+

+

− − − =

− − − =

− − − =

   

1, 2,..., 1i n= −                            (16) 

其中小括號中的上標， ( )i• 及 ( )1i+• ，分別用以標示第 i
層與第 1i + 層中的位移或應力分量。而方程式 (12)~             

(16)中，加載量均標以方括號上標 [ ]i• 且其函數為已知

，以資分別加載量與場量之間的差異。 

    由式(1)至式(16)的詳細說明，我們已將三維層域

系統的波傳問題轉換為數學問題，計畫中推導此複雜

問題的理論解析解，它需滿足式(3)(4)的波動方程，

式(11)的初始條件，式(12)(13)的邊界條件，以及式

(15)(16)的跳躍不連續條件。 

圖 2為三維薄膜問題承受非對稱動力作用，亦為

數值計算及實驗的幾何圖形，考慮一層固體覆於無窮

大之固體上，其薄膜厚度為 h，且固體間之界面為完

美接合，動力加載的歷時函數為 ( )H t 。圖 3為三維雙

層半無窮域上表面受步階時間函數軸對稱點力時，位

於上層材料兩倍厚度的表面上之垂直位移圖。時間軸

以縱波傳遞一倍厚度的特徵時間無因次化，而縱軸無

因次座標為 (1) 3hµ ν σ 。本圖所選之材料參數為配合實

驗，相近於壓克力-鋼接合時的雙層半無窮域材料。

下層材料的剛性非常大，相較之下，上層材料似乎黏

著在一剛體之上，其邊界條件近似於剛性邊界條件

(rigid boundary)，此時於界面處之位移幾近不動。若

入射一組波進入剛性邊界，其反射波的位移量大致為

入射波位移之奇函數以抵銷剛性邊界的效應。然而上

表面為一自由邊界，若入射一組波於自由邊界則其反

射波的位移量大致為入射波位移之偶函數。兩種反射

型態時而相加時而相減，在表面波通過後即出現震盪

的情形。因步階時間函數型態的加載，在長時間的反

應則會趨向靜力解。此震盪衰減的現象在後章中的實

驗可清楚看出。圖4為相同材料受步階時間函數軸對

稱點力時，位於兩倍厚度的表面之橫向位移圖。其歷

時反應與縱向位移相仿。當波前到達接收點時，存在

跳躍性(finite jump)；此跳躍性主要由加載步階時間函

數所引起，可由引進具有上升時間的步階函數來降低

。值得一提的是，在圖 3、圖 4中所考慮的波約有一

千五百萬個，但因波的退化，使得真正需要計算的波

只有大約一千根射線。當時間增加到 40 倍特徵時間

時真正所需考慮的波只需大約一千五百根射線，然而

所考慮到的波則共有六、七億個。由此可見隨時間增

長、反射次數的增加，所謂波的退化愈形嚴重。圖 5
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則為兩材料不同的剪力模數比時其垂直位移的變化

，可見不同的比值其位移的反應亦有相當大的變化。 

圖 6為在自由表面承受橫向動力加載時之垂直及

水平位移暫態反應圖，可見其位移隨時間的變化在雷

利波通過後即趨於平緩，這與自由表面承受動力加載

(圖 3,4)有相當大的差異。圖 7為壓克力板承受動力加

載時之垂直位移暫態反應的理論分析及實驗結果，圖

中顯示兩者有相當良好的一致性，也說明了理論分析

的正確性。 

圖表資料 

 

( ) ( ) ( )ρ λ µ2 2 2, ,  
( ) ( ) ( )ρ λ µ1 1 1, ,  

( ) ( ) ( )ρ λ µ3 3 3, ,  
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( ) ( ) ( )ρ λ µn n n− − −1 1 1, ,  
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圖 1  三維層狀介質座標及幾何尺寸示意圖 
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圖 2  三維薄膜問題承受非對稱動力作用示意圖 
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圖 3  二層半無窮域受軸對稱點力其上表面之縱向位

移暫態反應圖 
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圖 4  二層半無窮域受軸對稱點力其上表面之橫向位

移暫態反應圖 
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圖 5  兩材料不同剪力模數比時其垂直位移的變化圖 
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圖 6  在自由表面承受橫向動力加載時之垂直及水平

位移暫態反應圖 
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圖 7  壓克力平板受動力加載之縱向位移實驗量測與

理論比較圖 

結論 

本研究計劃的完成，在理論方面所提出之射線展

開法可突破以往波傳射線追蹤法的限制，將所有應力

波包含於一簡單的級數中，在學術上有其價值與創新

性，而在應用方面，則本計劃中的理論可用在以彈性

波作非破壞檢測的分析，層域介質受動力作用的波傳

分析，可謂相當廣泛。而在實驗方面則除了可與理論

分析相互印證外，亦可發展為非破壞檢測的方法。參

與本研究計劃的工作人員，除對波傳問題的理論解析

深入了解外，亦需進行大量的計算工作以及實驗的設

立，故可對整個波傳問題的全貌及其實際的應用有全

盤的了解，本計畫的內容兼具理論與實用性，主要特

點是開發較高深之理論並實際應用於實務的問題，是

一個相當完整的研究計畫。 
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