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以後向型自我迴歸模式為基礎之結構動態特性識別及未確定參數之確認 
 

計劃編號 : NSC 90-2611-E-002-027 
執行期限 : 九十年八月一日至九十一年七月三十一日 

計劃主持人 : 洪振發     研究人員 : 柯文俊，彭彥惇 戴志豪、藍凱祺 
國立台灣大學工程科學及海洋工程學系 

 
一、中文摘要 
 

本文提出一個應用於系統模態識別方法的模
型，稱為向量型後向自我回歸含外力參數模型 
(Vector Backward Auto-Regressive with eXogenous, 
簡稱 VBARX) 。此模型所應用的系統識別方法適用
於同時具有輸出及輸入資訊的條件下。其特色為資
料點排列方式與一般前向模型不同。在此後向模型
中，將資料點由後而先排列，以後續時步出現的資
訊來推算當前時步。此排列順序將在系統與非系統
特徵根判別上有很大的方便，從特徵根的表徵即可
判別系統與非系統模態。 

本文採用狀態空間模型，由量測資料所建立的
狀態方程式中萃取等效系統狀態方程式的系統矩陣
與系統模態參數。另外透過轉換的技巧，進一步從
等效狀態方程式的系統矩陣，擷取運動方程式的等
效質量、阻尼和勁度三個參數矩陣。最後以識別的
模態參數確認結構模型的未確定參數。 

本文以一個十八自由度的剛架模型的數值模擬
來驗證 VBARX 的實用性。另以附加未知邊界迴轉
彈簧之簡支樑為例，說明以識別所得之模態參數來
確認未知邊界彈簧係數之過程。 

 
關鍵詞：VBARX、系統識別、狀態空間、結構參數，
未確定參數 
 
Abstract 
 

In this paper, a time series model, vector 
backward auto-regressive with exogenous (VBARX), 
is proposed for system identification. This model deals 
properly with the case of multiple input/output data. 
The characteristic of this model is the arrangement of 
data. Unlike the common cases, data are arranged from 
future to past in the proposed model, and the 
information of current time step is predicated by that of 
coming steps. Although it is not a common way, the 
system eigen-values and non-system eigen-values can 
be distinguished automatically during the identification 
process. 

In this paper, the state space model is employed to 
identify the equivalent system matrices of state 
equation and the model parameters of system. 
Furthermore, the equivalent mass, damping, and 
stiffness matrices of equation of motion can be 
extracted from the equivalent state space system by 
using a transformation technique. Finally, the model 
uncertainties can be determined by the identified 

structural parameters.  
A 18-DOFs frame structure and a simple beam with 

unknown boundary rotation springs are selected as 
illustration examples.  

 
Keywords: VBARX, system identification, state space 
model, structural parameters, model uncertainty  
.  
二、計畫動機與目的 
 

傳統的識別技術多半使用函數轉換模型或頻率
響應模型，近年來則廣泛使用狀態空間模型。本文
所發展的 VBARX 模型，屬狀態空間模型的系統識
別方法。目前有數個使用狀態空間模型的識別方
法，以使用的數學代數運算方法來分類的話：一類
為源自於時間序列模型，使用最小平方運算的 AR 
(Auto-Regressive) [1,2]、ARX(Auto-Regressive with 
eXogenous) [1,3,4]及 VBAR(Vector Backward Auto- 
Regressive) [5]等模型；另一類則是使用奇值分解
(Singular Value Decomposition, 簡稱 SVD)的 OKID 
/ERA[6,7]、N4SID[8]及 MOESP[9]等方法。其中
N4SID 及 MOESP 方法被歸類為次空間運算法
(Subspace Method)[10]的一種。 

此兩類方法在識別的程序上的運算和步驟不
同。前者先使用最小平方運算求出時間序列模型的
參數矩陣，再由時間序列模型將量測資料組成狀態
空間模型，並利用方程式的系統矩陣求得特徵根以
識別模態。由於系統矩陣的階數往往遠大於量測資
料有效模態數，因而在此矩陣中參雜了大量的非系
統參數，需要搭配凝縮系統矩陣階數的方法，剔除
非系統模態，獲得等效系統相同階數的系統矩陣。
系統特徵根和非系統特徵根的判別，雖有若干準則
可參考，但須輔以人工的智慧判斷才能完成。而人
工的判斷牽涉到個別的和經驗，不同的操作人員可
能有不同的結果，造成了系統識別上的重大困擾。 

後一類使用 SVD 方法，可避免了前述使用降階
方法判別特徵根的困擾。但在有雜訊污染之情況
下，往往會有均勻分段階梯式或線性變化型態的出
現，系統奇值和非系統奇值的分佈不再具有明顯的
區隔，且非系統奇值亦有可能插入系統奇值的行列
中，造成最終選出的模態往往與真實系統差距頗大。 

文獻[5]所提出的 VBAR 模型基本上解決了時間
序列模型類方法無法自動化選取特徵根的問題。透
過資料點排列順序的改變，系統特徵根及非系統特
徵根的絕對值可以 1 為明確分界，特徵根的絕對值
大於或等於 1 者為系統特徵根，小於 1 者為非系統
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特徵根。使得特徵根的判別有了重大的突破，可以
達到自動化選取的目標。VBAR 只處理輸出資訊，
在系統為自由振動時或輸入外力頻率分佈廣泛時，
可獲得良好的識別結果。 

本計畫考慮，同時使用輸出、輸入資訊的
VBARX 模型可進一步確認外力的影響，使得識別結
果較正確，也可進一步推算等效運動系統的質量、
阻尼與勁度矩陣。整體而言，VBAR 模型為本文所
發展 VBARX 模型的特例。 
 
三、 結構系統運動方程式 
 
3.1 二階微分運動方程式 

一個連續時間下的 n 自由度系統物理運動方程
式可以二階微分方程式表示為： 

)t(uB)t(Kx)t(x)t(xM 0   (1) 

其中， nnM  、 nn 和 nnK  分別稱為質

量、阻尼和勁度矩陣； 1n)t(x  為位移向量， )t(x

及 )t(x 則分別為速度及加速度向量； 1r)t(u  為所

受外力之輸入向量，而 rn
0B  稱為輸入影響矩

陣，用以指定所受外力之自由度位置。 
量測動態反應輸出可以表為： 

)t(xC)t(xC)t(xC)t(y dva    (2) 

稱為輸出方程式。其中， 1)t(y   表所量測的輸出

向量，而 aC 、 vC 及 dC 則分別稱為因次 n 的位
移、速度及加速度輸出影響矩陣，用以標示所量測
輸出資訊之自由度位置。 

導入一狀態變數 1n2

)t(x
)t(x

)t(z 











，則前述方程式

組可改寫為狀態空間運動方程式組： 

)t(uD)t(zC)t(y
)t(uB)t(zA)t(z
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其中，質量、勁度和阻尼矩陣及狀態空間方程式組
的係數矩陣間的關係為： 
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3.2 離散時間狀態運動方程式 
上述的連續時間狀態空間運動方程式組可轉換為離
散時間下的狀態空間運動方程式組： 

kkk

kk1k

DuCzy
BuAzz


  

(9) 
(10) 

其中，連續和離散時間系統矩陣的關係為： 
tAceA   ， c

1
c

tA BA)Ie(B c    

cCC   ， cDD   

(11),(12) 
 

(13),(14) 
A、B、C 及 D 別稱為離散時間下的狀態矩陣、輸入
影響矩陣、輸出影響矩陣及直接傳輸矩陣，而其因
次與連續時間下的各個系統矩陣完全相同。 

四、 含外變數之向量自我迴歸模型 
 
將離散時間輸入資料向量與輸出資料向量不同

時步之間的關係，以後向型矩陣差分方程式來表達： 

k

n

0j
jkj

n

1i
ikik eubyay

ba

 





  
 

(15) 

其中， ia 稱為後向自我迴歸(BAR)參數係數，
r

jb   稱為後向外力(BX)參數係數， 1
ke   為

後向預測誤差。 an 與 bn 分別為 BAR 與 BX 部分之

階數，為簡化問題令取 an 與 bn 皆相等。此種含有輸
出、輸入向量資料及 BAR、BX 參數矩陣之差分模
型稱為向量型自我迴歸含外力參數模型。 
此差分方程式中，輸出、輸入資訊已由量測獲得，
而 BAR、BX 參數矩陣則為待求目標。將上式用離
散時間指標 k 由 1 到 N 展開，組成的矩陣形式的方
程式如下： 

qqqq e~Y
~

Py~   (16) 

其中， ))1q(rq(
qP   稱為 BARX 參數矩陣，

)qN(
qy~   為輸出響應矩陣， )qN())1q(rq(

qY~  

為輸出輸入資料矩陣， )qN(
qe~   為誤差矩陣。各

矩陣內容如下： 
]bbbaa[P q10q1q   

]yyy[y~ qN21q    
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(17) 
(18) 

 
 

(19) 
 
 
 

(20) 

式(16)的方程式的總數比未知數多，可以最小平方法
來求近似解。假設誤差項為一白色雜訊，則在最小
平方處理過程可以濾掉，BARX 參數矩陣可以
Moore-Penrose 擬似反式[16]來表示： 

 qqq Y
~

y~P̂  (21) 

 
五、 VBARX 模型的模態識別法 
 
5.1 量測資料的離散時間後向狀態方程式 

設 VBARX 的階數為 q 階，令一狀態向量由 q
個時步的輸出向量與 q+1 個時步的輸入向量組成： 
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則量測資料可由 VBARX 模型式(15)組成狀態運動
方程式組： 
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其中，系統矩陣 A
~
可分成 BAR、BX 參數矩陣部分

的子系統矩陣為： 
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B
~
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、 D~ 矩陣分別為： 
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(29) 

(30) (31) 

]b̂b̂ââ[C
~

q1q1  ， 0b̂D
~
  (32),(33) 

)q)r(()q)r((A
~   、 r)q)r((B

~   、 q)r(C
~   及

rD
~   分別稱為資料狀態空間模型的後向狀態矩
陣、輸入影響矩陣、輸出影響矩陣及直接傳輸矩陣。 

資料狀態方程式系統矩陣階數遠遠大於系統有
效的階數。一般採用高階求解的方法可提高系統識
別能力，同時也提高造成狀態空間系統矩陣中大量
非系統的特徵模態。因此除去這些假的(spurious)模
態，將量測資料所建立的高階系統矩陣降階到系統
有效的階數才能得到等效系統狀態空間模型。 

式(23)資料狀態方程式系統矩陣的特徵根以複
數型態出現，在實數與虛數為水平與垂直軸構成的
Z-平面中，後向模型系統特徵根必落在單位圓外或
其上，非系統特徵根才會落在單位圓內。輔以物理
特性的判別準則，可以很輕易的運用電腦自動化選
取系統特徵根，判別出系統與非系統模態。 

 
5.2 動態系統的等效狀態運動方程式 

將識別所得的離散時間後向狀態矩陣進行特徵
分解，可分解出特徵向量矩陣和特徵根矩陣。
將特徵根 i 將其依照絕對值的大小排列，取其大於
或等於 1 之部分為系統的特徵根，剩下的部分則為
非系統的特徵根。將欲保留的系統模態加上下標 s
而欲刪除的非系統模態加上下標 p，則特徵分解方程
式可表為： 
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(34) 

假設量測資料的的有效階數為 n，則其等效系統的狀

態空間模型將具有 2n 個共軛的系統特徵根。分離出
系統特徵根後，把量測資料離散時間狀態方程式組
凝縮到 2n 階。降階後的離散時間後向狀態空間方程
式組如下： 

kb1kbk

kb1kbk

uDzCy

uBzAz







  
(35) 
(36) 

其中，特徵向量矩陣、特徵根矩陣與降階後的離散
時間後向系統矩陣的關係為： 

1
sssssbA  ， sssb BB


  

1
sssb CC 


， D

~
Db   

(37),(38) 
 

(39),(40) 
而 n2n2

bA  、 rn2
bB  、 n2

bC  


及 r
bD  

分別稱為系統的等效離散時間後向狀態矩陣、輸入

影響矩陣、輸出影響矩陣及直接傳輸矩陣。式中的 sB


與 sC


矩陣可由下列式子獲得： 
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(41),(42) 

 
5.3 後向模型與前向模型的轉換 

由後向模型轉換而成的離散時間前向狀態空間
運動方程式組表示如下： 

kfkfk

kfkf1k

uDzCy

uBzAz



  
(43) 
(44) 

其中，後向模型與前向模型間的系統矩陣組關係為： 

b
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bbbf
1

bbf

b
1

bf
1

bf

BACDD,ACC
BAB,AA








 
(45),(46) 

 
(47),(48) 

,可獲得與後向模型因次完全相同的離散時間前向系
統矩陣組。 
 
5.4 量測識別模型與物理模型運動方程式之轉換

 

    如同 3.2 節所提到的，可將離散時間下的系統矩
陣組 fA 、 fB 、 fC 及 fD 、轉換為連續時間下的系統

矩陣組 cA 、 cB 、 cC 及 cD 。獲得的連續時間系統模
型與式(5~8)中的狀態運動方程式存在著等效系統的
關係，其動態特性相同，但矩陣型態不同，為得到
與式(5~8)相同的型態，可引用一個轉換矩陣 T[12]，
作進一步轉成： 

1
cct TATA  ， cct BTB   

1
cct TCC  ， DDct   

(49),(50) 
 

(51) (52) 
其中： 











2

1

T
T

T  (53) 

2
cca

1
ccvcd1 ACCACCCCT   ， c12 ATT   (54),(55) 

將識別所求得的系統矩陣組轉換至與物理模型相同

形式後， ctA 矩陣具有下列格式： 




















 
2221

11ct AA
I0

MKM
I0

A  (56) 

式中 M、 和 K 分別為等效的質量、阻尼和勁度矩

陣。由此形式可獲得 ctA 矩陣的左下角之等效的
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KM 1 次矩陣，並利用 KM 1 矩陣求出結構系統之

無阻尼狀態的自然振頻和正模態振形(Normal Mode 
Shape)。 ctB 矩陣的型態為： 


















 

20
1ct B

0
BM

0
B  (57) 

 
5.5 擷取 M、、K 矩陣 

當輸出資料與輸入資料向量自由度數皆為 n
時，由前章節的推導求出與物理模型相同格式的狀

態空間矩陣 ctA 、 ctB 、 ctC 及 ctD 。由式(1)可見，
若 n 個自由度都有輸入資料，則 IB0  。再由式(57)

中的 0
1

2 BMB  ，可獲得等效的質量、代入式(56)
可求得阻尼及勁度矩陣： 

21
1

222
1

2
1

2 ABK,AB,BM


  (58)(59) 
(60) 

 
六、結構參數識別與未確定參數之確認 
     
    若結構上的數入外力與動態反應能完整量測，
則由本文方展方法可推算實際結構的等效質量、阻
尼與勁度矩陣，可排除模型的未確定因素。但一般
狀況，完全量測確有困難，因此模型未確定性參數
仍需藉由識別所的之模態參數來作確認工作。邊界
條件的勁度為一般最常見難以確認的部分。 
 
6.1 將模態參數識別結果確認邊界條件的勁度 

針對一無阻尼的結構對式(1)進行特徵分析，則
可得分析模型之特徵方程式為： 

 0)( i
2
i  MK  (61) 

其中： i 為第 i 模態之自然頻率， i 為其相對應之
模態形狀，i = 1, 3, …, n。假設分析模型邊界結點自
由度之邊界勁度可用旋轉彈簧和軸向彈簧代替，則
由邊界彈簧元素所構成的邊界勁度矩陣為一對角矩

陣，可表為 bK ，由旋轉和軸向彈簧的彈簧常數所組
成。則式(1)之運動方程式可修正如下：   

xKKxxM b  (62) 

假定由模態測試可鑑定出正確的模態參數 mi

與 im ，i = 1, 2, …, m，則針對第 i 模態的鑑定結果，

可得如下之特徵方程式 

i
b

ii
2
mi  KKM  (63) 

其中：
is

m
i











 ， i = 1, 2, …, m， m 及 s 分別

為量測及非量測點的模態向量。求解方程式(63)，則
可得邊界勁度條件之彈簧常數 1k , 2k , …, qk ，q 為

未知之邊界條件參數的總數。 
將原分析模型的特徵方程式中之質量和勁度矩

陣依量測與非量測自由度分割： 

0
MM
MM

KK
KK
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 (64) 

其中： im 為結構第 i 個對質量矩陣正規化模態形狀

i 中量測自由度之部分， is 為非量測自由度部分。 

由上式可得量測與非量測部分模態形狀關係： 

im
T
ms

2
mi

T
ms

1
ss

2
missis  )M K()M K(    (65) 

上述方法為 Kidder[13]所提出。一般而言邊界條
件之自由度量測不易，所以方程式(65)中之 ssK 則包
含了未知的邊界條件勁度元素。改用方程式(64)之上
半部矩陣元素，則可得非量測自由度和量測自由度
模態形狀的關係式如下： 

immm
2
mimmisms

2
mims  )MK()M K(   (66) 

則可得新的量測與非量測部分模態形狀關係： 

immm
2
mimmms

2
mimsis  )MK()M K(    (67) 

當結構之所有自由度的振動反應都能完整的被
量測到時，則方程式(63)之模態形狀為一正確解，故

可得完全精確得邊界勁度矩陣 bK ，但一般而言，旋
轉自由度的量測不易，所以很難透過方程式(63)直接
求解，必須先透過方程式(67)，才能求得完整的模態

形狀來進行邊界勁度矩陣 bK 的求解。 
 
七、 範例 
 
7.1 範例一：十八自由度平面剛架結構 

為驗證本文方法之可應用於實驗結構之可行
性，以一平面剛架為例，元素及自由度編號皆表示
於圖 1 中。材料及橫斷面係數列於表 1 中。 

 
1m 1m

1m

1m

1

2

3

13

14

1510

11

127

8

9

4

5

6

1

2

3

4 5 6

1m

7

16

17

18

1m

 
圖 1 十八自由度平面剛架結構 

 
  表 1  平面剛架結構之材料及幾何參數 

Young's modulus(N/m2) 3e10 
cross section area(m2) 2.5e–3 
moment of inertia(m4) 6.75e–8 

density(Kg/m3) 2500 
 
平面剛架結構的十八個模態參數列於表 2。為了能模
擬更接近真實的量測狀態，僅選取七個自由度 1、4、
7、9、11、14、16 為量測自由度，並選取自由度 7
為輸入外力自由度。輸入外力為有存有若干明顯振
頻的有色隨機外力，雜訊強度為動態反應訊號標準
差的 10%，取樣點數為 4096 點。本例中首先考慮自
然頻率 100Hz 以下的模態，取採頻率 200Hz，取分
析階數為 140 來識別。識別出的系統矩陣理論上應



 6

包含所有結構系統之模態，但由於採樣間隔的設定
本質上可濾掉高頻部分以及雜訊的干擾，部分模態
並不明顯或偏差較大，識別出前 7 個較低頻且明顯
模態，列出其模態阻尼比、自然振頻及 MAC 於表 3。
其中，前 5 個識別出的正模態振型與原系統的正模
態振型比較列於圖 2。 
配合可能自然頻率的分佈範圍，調整採樣間隔及分
析階數，可較為精確地獲得十八個自由度模態參數
與正模態振型。而且由上述兩表及圖片可知，
VBARX 模型在適當的採樣間隔及分析階數下，即使
受到雜訊干擾，仍然可以獲得良好的結果。 
 
表 2  原有限元素模型系統之模態參數 

原系統（有限元素模型） 
編
號 

有阻尼特徵值 
模態阻尼比 

(%) 
自然振頻 

(Hz) 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 

–4.80e–003  3.08e+001i 
–1.58e–002  5.62e+001i 
–2.62e–002  7.24e+001i 
–1.26e–001  1.59e+002i 
–2.12e–001  2.06e+002i 
–6.76e–001  3.68e+002i 
–1.07e+000  4.63e+002i 
–2.14e+000  6.54e+002i 
–3.51e+000  8.38e+002i 
–5.59e+000  1.06e+003i 
–9.29e+000  1.36e+003i 
–1.54e+001  1.75e+003i 
–5.46e+001  3.30e+003i 
–1.12e+002  4.74e+003i 
–1.54e+002  5.54e+003i 
–2.65e+002  7.28e+003i 
–4.84e+002  9.83e+003i 
–5.91e+002  1.09e+004i 

1.5574e–002 
2.8184e–002 
3.6258e–002 
7.9545e–002 
1.0294e–001 
1.8387e–001 
2.3176e–001 
3.2714e–001 
4.1914e–001 
5.2873e–001 
6.8153e–001 
8.7665e–001 
1.6518e+000 
2.3715e+000 
2.7712e+000 
3.6434e+000 
4.9208e+000 
5.4382e+000 

4.9058e+000 
8.9430e+000 
1.1519e+001 
2.5310e+001 
3.2758e+001 
5.8524e+001 
7.3768e+001 
1.0413e+002 
1.3342e+002 
1.6830e+002 
2.1694e+002 
2.7905e+002 
5.2577e+002 
7.5488e+002 
8.8209e+002 
1.1597e+003 
1.5663e+003 
1.7310e+003 

 
表 3  識別系統之前 7 個模態參數 

雜訊強度 10%時識別出之系統  
編號 

模態阻尼比 (%) 自然振頻 (Hz) 

 
MAC 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

  1.5648e–002 
  2.7817e–002 
  3.5410e–002 
  6.0352e–002 
  1.0394e–001 
  1.8245e–001 
  2.3500e–001 

  4.9043e+000 
  8.9437e+000 
  1.1441e+001 
  2.4066e+001 
  3.2722e+001 
  6.1811e+001 
  7.4056e+001 

  9.9999e–001 
  9.9987e–001 
  9.9999e–001 
  9.7584e–001 
  9.9987e–001 
  9.9057e–001 
  9.9998e–001 

 
7.2 範例二：簡支樑結構邊界附加旋轉彈簧 

如圖 3 之簡支樑結構，在其兩端附加旋轉彈簧。
彈簧常數為： 

-15
1 rad m N 108k  及 -15

2 rad m N 106k  ， 

材料參數為： Gpa 07.2E  ， 3kg/m 7850 ，幾何

參數為： m 1L  ， 24 m 102A  ， 49 m 103I  。 

X

Y
Θ

k1 k2

圖 3  兩端附加旋轉彈簧的簡支樑結構 
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圖 2 原有限元素模型系統與識別系統之前 5 個正模
態振型之比較 

 
表 4 旋轉彈簧勁度常數鑑定結果 
元素
數目 

量測
點數 1k 鑑定結果 2k 鑑定結果 

10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 

9 
19 
29 
39 
49 
59 
69 
79 

5.1789e+005 
5.8861e+005 
6.4348e+005 
6.8255e+005 
7.1005e+005 
7.2964e+005 
7.4389e+005 
7.4738e+005 

4.2209e+005 
4.7148e+005 
5.0773e+005 
5.3234e+005 
5.4909e+005 
5.6076e+005 
5.6911e+005 
5.7089e+005 

 
如 Y 方向反應資料和旋轉自由度 都能完整被

量測到，則可鑑定出正確無誤的彈簧常數。，  
假設只有在兩端邊界結點內的結點 Y 方向位移

能被量測，例如當簡支樑被分成 10 個樑元素，則只
量測 9 個結點的 Y 方向自由度。在此探討不同元素
大小與不同量測點多寡，由此方法所鑑定出邊界彈
簧常數結果的差異。 1k 及 2k 鑑定誤差百分比如圖
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4、圖 5 與表 4 所示，由結果可知，當元素被分的越
小，即量測點數越多時， 1k 及 2k 的鑑定結果越精
確。但在實際量測上，通常很難布置這麼多的量測
點數，所以如何在有限的量測點數，提高鑑定的精
確度，將是下一步探討的重點。 

 
圖 4  鑑定旋轉彈簧常數 1k 誤差百分比 

 
圖 5 鑑定旋轉彈簧常數 2k 誤差百分比 

 
 
八、 結論 

 
本研究為繼 VBAR 後，另一個提出應用於後向

模型的系統識別方法。排列資料的順序為由後而先
排列。此排列的好處在於離散時間時，系統特徵根
座落與單位圓外而非系統特徵根座落於單位圓內。
此特性讓 VBARX 模型的系統識別方法無須經由人
工手動判斷系統特徵根的真偽，即可達到程式自動
化的目的。 

與 VBAR 相較，由於 VBAR 應用在僅有輸出
資料的狀況，當輸入外力頻寬不夠或為特定頻率
時，VBAR 將無法有效區別外力振動頻率及系統自
然振頻。因此，在輸入資料也可獲得時，VBARX 有
除去外力振動頻率的功能，識別的精確性較 VBAR
方法為優良。由本文的例子及推論可知，VBARX 可
補足了 VBAR 不足的範圍。以數學模型的觀點來看， 
VBAR 模型實為 VBARX 在無輸入外力下的特例。
兩種後向模型的方法若配合不同情況下交互使用，
則在工程上可達到最好的應用效果。 

由識別確認邊界勁度，只能考慮等效勁度，如
你求得正確勁度，即量測點數越多時，鑑定結果越
精確。但在實際量測上，通常很難布置太多的量測

點數，所以如何在有限的量測點數，提高鑑定邊界
勁度的精確度，將是下一步探討的重點。 
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