
行政院國家科學委員會專題研究計畫  期中進度報告

Boussinesq 方程式在近岸海域波場分析之研究(1/3)

計畫類別：個別型計畫
計畫編號： NSC91-2611-E-002-010-
執行期間： 91 年 08 月 01 日至 92 年 07 月 31 日
執行單位：國立臺灣大學工程科學及海洋工程學系暨研究所

計畫主持人：林銘崇
共同主持人：丁肇隆

計畫參與人員：張國緯

報告類型：精簡報告

處理方式：本計畫可公開查詢

中 華 民 國 92 年 5 月 27 日



行政院國家科學委員會補助專題研究計畫 □成果報
告   □期

中進度
報 告

Boussinesq 方程式在近岸海域波場分析之研究(1/3)

計畫類別：�個別型計畫  □ 整合型計畫
計畫編號：NSC 91－2611－E－002－010
執行期間： 91 年 08 月 01 日至 92 年 07 月 31 日

計畫主持人：林銘崇  教授
共同主持人：丁肇隆  副教授
計畫參與人員：張國緯

成果報告類型(依經費核定清單規定繳交)：�精簡報告  □完整
報告

本成果報告包括以下應繳交之附件：
□赴國外出差或研習心得報告一份
□赴大陸地區出差或研習心得報告一份
□出席國際學術會議心得報告及發表之論文各一份
□國際合作研究計畫國外研究報告書一份

處理方式：除產學合作研究計畫、提升產業技術及人才培育研究
計畫、列管計畫及下列情形者外，得立即公開查詢



          □涉及專利或其他智慧財產權，□一年□二年後可公開
查詢
         
執行單位：台灣大學工程科學及海洋工程學系

中   華   民   國  92 年  05  月  27 日



1

行政院國家科學委員會專題研究計畫成果報告
Preparation of NSC Project Repor ts

計畫編號：NSC 91-2611-E-002-010
執行期限：91 年 8 月 1 日至 92 年 7 月 31 日
主持人：林銘崇       台灣大學工程科學及海洋工程學系
共同主持人：丁肇隆   台灣大學工程科學及海洋工程學系
計畫參與人員：張國緯 台灣大學工程科學及海洋工程學系

一、中文摘要

本研究旨在探討 Boussinesq equations，並發展一套數值模式，期能預測分析
波浪傳遞之現象。第一年以理論推導及數值模擬計算為主，文中以[2,2] Padé
approximation 推導以任意水深位置形式表示之 Boussinesq equations，並比較以不
同水深位置速度為變數時，其分散關係式、群波速及淺化梯度，並由其結果可知，
控制相位速度誤差在 5﹪的條件下時，其相對水深限制 h/L0 可延伸到 0.5。數值
計算方法利用 Fourth-order Adams-Bashforth- Moulton predictor-corrector scheme
以及消波邊界條件求解 Boussinesq equations，以增加數值計算之穩定性。最後並
將數值計算結果與實驗數據及理論解，作一比較分析，以為本數值模式之驗證。

關鍵詞：Boussinesq equaion、消波邊界

Abstract

The purpose of this research is to develop a numerical model based on 
Boussinesq equations that can predict the wave transformation. In the first 
year, we would derive a Boussinesq equation and use numerical scheme to 
calculations. By [2,2] Padé approximation, different velocity parameter 
Boussinesq equations are derived. The effects of different Boussinesq type 
equations on linear dispersion relations, group velocity and shoaling gradients 
were discussed. The limitation of h/L0 on the applications of Boussinesq 
equations can be extended to 0.5 under suitable choice of the velocity 
parameter with the requirement of the difference of the phase velocities from 
calculation and from linear dispersion relation less than 5﹪ . The fourth-order 
Adams-Bashforth-Moulton preditor-corrector scheme with proper absorbing 
boundary conditions was imposed as the basic numerical scheme. Finally, 
numerical results were verified with past experimental and theoretical results.

Keywords: Boussinesq equation, absorbing boundary condition

二、緣由與目的
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探討波浪運動產生之各種現象，已有超過一個世紀的歷史，各種理論也因而
產生，經長時間之驗證後發現，針對含有波浪變形之非線性及頻散效應的
Boussinesq equations，在考慮波浪之淺化、折射、繞射、非線性及分散性上，較
能預測符合實際波浪運動之現象。

而有關 Boussinesq equations 是由 Boussinesq (1872)首先提出之基本方程式，
其後許多學者陸續對此方程式作進一步之推導及改善，以下僅就其中一些研究作
一介紹。Peregrine(1967)推導變水深長波方程式，以微小振幅波理論為基礎，式
中並包含有非線性項，以水深平均速度(Depth-averaged velocity)推導相當於等水
深之 Boussinesq equations，並成為往後發展 Boussinesq equations 之原始形式
(Conventional Boussinesq equations)。Witting(1984)推導以自由液面水平速度(free 
surface velocity)表示之非線性水深積分動量方程式，將速度項以泰勒展開式展
開，可得到以不同水深速度表示之一維 Boussinesq equations。但其限制為等水深
的狀況，並且不易將其使用於二維之平面波場計算。

由於 Boussinesq equations 線性化之分散關係式，會隨著相對水深(h/L0)增加
而誤差值變大，使得傳統之 Boussinesq equations 在應用上有其水深上之限制，
因此往後之研究遂注重於改善方程式相對水深之限制，並將高階項的影響導入方
程式之中。McCowan(1985,1987)驗證 Boussinesq equations 之三階微分項，並且
提出非線性波浪在淺水中之數值模擬計算，在相位速度誤差小於 5﹪的條件下，
其相對水深限制 h/L0 可達到 0.2。Madsen et al.(1991)改善 Boussinesq equations 之
分散關係式，使其可適用於較大之相對水深，利用 [2,2] Padé approximation，將
線性化長波方程式推導所得之三階微分項，加入動量方程式中推導而得。與傳統
Boussinesq equations 比較後可知，可得到較佳之分散性。但其限制仍為等水深的
狀況。Madsen et al.(1992)接著提出之 Boussinesq equation，改善了等水深的限制，
可計算不規則波通過緩變地形時波浪變化之情形，並在相位速度誤差小於 5﹪的
條件下，將相對水深之限制 h/L0 延伸至 0.5。

Nwogu(1993)推導以任意水深速度形式表示之二維 Boussinesq equations，並
可有效的降低線性化後與原方程式之間的相位差異，其改善之分散關係式形式與
Madsen(1991)所提出一致。

Wei and Kirby(1995)以 Nwogu(1993)所推導出之方程式為基礎，並利用一有
效之數值模式 Fourth-order Adams-Bashforth- Moulton predictor-corrector scheme
求解 Boussinesq equations，可有效降低計算時所產生之誤差，一般將其所提出之
模式稱為 WKGS model。

Schäffer and Madsen(1995)結合 Madsen(1992)及 Nwogu(1993)概念，利用 [4,4] 
Padé approximation 於線性化 Stokes wave，並改善 Boussinesq equations 線性化分
散關係式，將其相對水深之限制 h/L0 延伸至 1.0。之後 Madsen et al.(1996)又根據
Schäffer and Madsen(1995)所提出之方法，強調 Boussinesq equations 線性化分散
關係式在深水時的特性，但其所推導出之 Boussinesq equations 含有五次高階微
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分項，在數值上求解較為不易。
Gobbi and Kirby(1996)將 Nwogu(1993)所推導出之 Boussinesq equations，利

用 [4,4] Padé approximation 於線性化微小振幅波分散關係式求解，並提高準確度
為 )( 4µO 。但其所推導出之方程式同樣含有五次高階微分項，在數值上不易求解。
Gobbi et al.(1999)推導含五次高階微分項之一維 Boussinesq equations，並探討其
通過潛堤之後波浪之分散性的現象，並與實驗結果進行比較，得到相當理想之結
果。之後 Wei and Kirby(2000)改善了深水狀況下，Boussinesq equations 線性化內
流場動能(Linear internal flow kinematics)的問題。

Agonon and Madsen(1999) 提 出 一 新 近 似 法 求 得 高 階 之 Boussinesq 
equations，利用非線性自由液面邊界條件 (Nonlinear free-surface boundary 
conditions)求解，並討論淺化及分散性的問題，但若以一般方式表示，方程式本
身將包含太多項，在數值上不易求解。

本研究將以 Nwogu(1993)所推導之 Boussinesq equations 為基礎，並利用 Wei 
and Kirby(1995)所提出之數值方法，加上一適當之消波邊界條件求解一維波場。

三、理論推導

波場計算範圍，考慮一三維空間之 Cartesian coordinate system，如圖 1 空間
座標示意圖所示。假設波場為不可壓縮且非旋性之流體運動場，定義Φ’為有因次
波浪勢流函數(Potential function)。先將控制方程式及邊界條件無因次化後，再將
波浪勢流函數以級數形式展開，利用微擾法(Perturbation method)推導以不同水深
形式表示之 Boussinesq equations。並且比較在不同的水深形式下一維線性化之
Boussinesq equations 與線性波理論之間，其離散性(Dispersion)之差異，並由其結
果釐定方程式之可適用範圍。其相關有因次參數及特徵尺度定義定義如下：水平
座標 ),( yxX ′′=′ 、垂直座標 Z′、自由液面邊界為 ),'('' tXZ ′= η 、底床邊界表示為

)'('' XhZ −= 、而 1)( −′k 表示為波數導數，並為水平長度尺度。 0h′是特徵水深，並

為垂直長度尺度、 0a ′ 表示為波浪振幅、 1
0 )( −′′ hgk 表示為時間尺度。 g 表示為重

力加速度。

x'

y'z'

η'

h'

bottom
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圖 1 空間座標示意圖
假設波場為不可壓縮且非旋性之流體運動場，定義Φ’為有因次波浪勢流函數

(Potential function)。由勢流理論可知速度向量 Φ′∇=′′′=′ ),,( wvuU ，其中 wvu ′′′ ,, 分
別表示為 zyx ′′′ ,, 方向之水分子速度分量。而其流場控制方程式可表示為：

02 =Φ′∇′ , η′≤′≤′− zh   (1)
以特徵尺度將方程式進行無因次化，定義無因次變數如下：

'' XkX = 、 0/ a ′′= ηη 、 0/ hZZ ′′= 、 thgkt ′′′= 0 、 0/ hhh ′′= 、 Φ′
′
′

′=Φ
0

0

ag
hg

k    (2)

將之前定義之無因次化變數代入控制方程式及自由液面動力邊界條件、自由
液面運動邊界條件及不透水穩定底床邊界條件中，可得到無因次化之控制方程式
及邊界條件，並分別表示如下：

控制方程式(Governing Equation)無因次化後之方程式：

0
2

2
)

2

2

2

2
(2 =

∂

Φ∂
+

∂

Φ∂
+

∂

Φ∂

zyx
µ , εη<<− zh   (3)

在此 00 / ha ′′=ε 為非線性係數，而 0hk ′′=µ 為頻散係數。
自由液面動力邊界條件(Dynamic Free Surface Boundary Condition)，假設

P=Pa=0，無因次化後之方程式：

0]2)(22)(2)[(
2
1

=+
∂
Φ∂−+

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂ ηµε

zyxt ,
εη=z   (4)

自由液面運動邊界條件(Kinematic Free Surface Boundary Condition)，無因次
化後之方程式：

zt ∂
Φ∂

=Φ∇⋅∇+
∂
∂ −2µηηη , εη=z   (5)

在此 )/,/( yx ∂∂∂∂=∇ 表示水平梯度運算符號
不透水穩定底床邊界條件(Bottom Boundary Condition)，無因次化後之方程

式：

02 =
∂
Φ∂

+Φ∇⋅∇
z

hµ , hz −=   (6)

為簡化原控制方程式，使其由 3 維空間轉換為 2 維空間。因此需先將將勢流
函數以 )( hz + 級數展開如下：

∑
∞

=

+=Φ
0

)( ),()(),,(
n

nn tXhztzX φ

+++++= )2(2)1()0( )()( φφφ hzhz ……   (7)
其中 ),()( tXnφ 為波浪勢流函數之水平分布函數。
將式(7)代入式(6)底床邊界條件後，並根據遞迴關係(Recursive relations)可得

)1(φ 如下所示：
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22

)0(2
)1(

||1 h
h

∇+
∇⋅∇

−=
µ

φµφ   (8)

將式(7)代入式(3)控制方程式後，並根據遞迴關係(Recursive relations)可得
)2( +nφ 如下所示：

)1()(22)2( )1(2[ ++ ∇⋅∇++∇−= nnn hn φφµφ )]||1)(2)(1/[(])1( 22)1(2 hnnhn n ∇+++∇++ + µφ  (9)
將式(8)及式(9)代入式(7)，並以底床勢流函數 )0(φ 替代 )(nφ ，且忽略高階項 )( 4µO ，
式(7)勢流函數式可表示為：

)0(2
2

)0(2)0(

2
[),,( φφµφ ∇+∇⋅∇−=Φ

hhhtzX

)(]
2

)( 4)0(2
2

)0( µφφ Ozhz +∇+∇⋅∇+  (10)

定義 ),( tXαΦ 表示為在任意高程 )(Xzz α= 下之勢流函數，將式(10)改寫後， αΦ

可表示如下：

)0(2
2

)0(2)0(

2
[ φφµφα ∇+∇⋅∇−=Φ

hhh

)(]
2

)( 4)0(2
2

)0( µφφ α
α O

z
hz +∇+∇⋅∇+  (11)

將式(10)減式(11)，並利用 )( 2)0( µφα O+=Φ 之關係替換 ),,( tzXΦ 之後，可得到
以任意高程 )(Xzz α= 表示之之勢流函數：

)()[(),(),,( 2
ααα µ Φ∇⋅∇−−Φ=Φ hzztXtzX

)(]
2

)( 42
22

µα
α O

zz
+Φ∇

−
+  (12)

將式(3)控制方程式從底床 hz −= 到自由液面 εη=z 作積分，並導入式(6)底床
邊界條件及式(5)自由液面運動邊界條件，可得到水深積分形式之連續方程式：

0][ =
∂
∂

+Φ∇⋅∇ ∫− t
dz

h

ηεη
 (13)

利用微擾法(Perturbation method)並將式(12)代入式(13)水深積分形式之控制
方程式後可得：

])[( αεηη
Φ∇+⋅∇+

∂
∂ h

t

))(()[{(2
ααεηµ Φ∇⋅∇∇+⋅∇ hzh

)(
2
1

))(()(
2
1 22

αααεη Φ∇∇+Φ∇⋅∇∇−+ zhh

)(]})(
6
1 42222 µεηηε α Ohh =Φ∇∇+−−  (14)

再次利用微擾法(perturbation method)並將式(12)代入式(5)自由液面動力邊
界條件後可得：
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)()[(||
2

22

t
hz

t ∂
Φ∂

∇⋅∇−+Φ∇++
∂
Φ∂ α

αα
α εηµεη

⋅∇−∇⋅Φ∇−
∂
Φ∂

∇−+ ([)]()(
2
1 22222

αα
α

α εµηε z
t

z αααααα εη Φ∇∇−Φ∇⋅∇∇−+Φ∇ 2))(()())( zzhzh

+Φ∇⋅∇+Φ∇∇− 2
2

2222 ))([(
2

)]()(
2
1

ααα
εµηε hz

)(])()(2 422222 µηεεη ααα Oh =Φ∇+Φ∇Φ∇⋅∇ (15)
式(14)及式(15)為包含 αΦ 項之Boussinesq equations。其次將式(14)及式(15)中 αΦ 項
以式(12)進行轉換，由式(12)可知，水平速度在 αzz = 處可表示為：

])([ 22
ααααααα µ Φ∇∇+∇⋅∇∇−=Φ∇ zzuhzu

)( 4µO+  (16)
將式(16)所得之 αΦ∇ 代入式(14)後，可得：

)()
62

{(])[(
22

2
α

α
α µεηη uhhz

uh
t

⋅∇∇−⋅∇++⋅∇+
∂
∂

)(1)]}([)
2

( 4µαα ONLhuhhz =+⋅∇∇++  (17)

式中

)()
2
1

[({1 2
αα εηεηµ uzNL ⋅∇∇−⋅∇=

)]}()
3
1

(
2
1 222

αα ηε uz ⋅∇∇−+  (18)

將式(15)作梯度運算(Gradient)，並將式(16)所得之 αΦ∇ 代入後，可得：

)]([{2

t
u

hzuu
t

u
∂

∂
⋅∇∇+∇⋅+∇+

∂
∂ α

ααα
α µεη

)(2)}(
2
1 42 µα

α ONL
t

u
z =+

∂
∂

⋅∇∇  (19)

式中
)]([)((){(2 2

ααααααεµ huuzhuzuNL ∇∇⋅∇+⋅∇∇∇⋅=

)]([
2

)()(
2

αα
α

αααα uu
z

uzuz ⋅∇∇⋅∇+⋅∇∇∇⋅+

)]}([)()(
t

u
hhuhu

∂
∂

⋅∇∇−⋅∇∇⋅∇ α
αα η

))]}(([)]([
2
1

{ 222
αα

α ηηεµ huu
t

u
⋅∇⋅∇⋅∇+

∂
∂

⋅∇∇−

]})([ ααη uhu ⋅∇⋅∇−∇

]})()([
2

{ 2
2

32
αα

ηεµ uu ⋅∇−⋅∇∇∇−  (20)

式 (18)NL1 及 式 (20)NL2 兩 非 線 性 項 皆 為 )( 2µO ， 但 根 據 假 設
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)()( 2µε OO ≈ <<1。因此實際上式(18)NL1 項及式(20)NL2 項皆等於或超過 )( 4µO 。
重新改寫式(17)及式(19)為有因次形式，並忽略高階項 ),( 24 εµµO ，即與

Nwogu(1993)推導以任意水深形式表示之 Boussinesq equations 一致。

)()
62

{(])[(
22

α
α

αηη uhhz
uh

t
⋅∇∇−⋅∇++⋅∇+

∂
∂

0)]}([)
2

( =⋅∇∇++ αα huhhz  (21)

)(
2

{)(
t

uz
zuug

t
u

∂
∂

⋅∇∇+∇⋅+∇+
∂

∂ αα
ααα

α η

0)]}([ =
∂

∂
⋅∇∇+

t
u

h α  (22)

式(21)及式(22)為以任意水深形式表示之 Boussinesq equations。將 0=αz 代入
後可得以靜水面(Still water level)速度形式表示之 Boussinesq equations；將 hz −=α

代入後可得以底床(Bottom)速度形式表示之 Boussinesq equations。比較不同水深
形式下一維線性化之 Boussinesq equations 與線性波分散關係式得知，兩者在相
位速度誤差小於 5﹪的條件下，則方程式之適用相對水深 h/L0 將延伸至 0.5。

四、計算結果與討論

利用數值計算上之有限差分法(Finite difference method)進行數值離散差分
化。根據 Wei and Kirby(1995)提出之數值方法，使用高階 Fourth-order 
Adams-Bashforth- Moulton-predictor-corrector scheme，將計算網格改以交錯網格
(Staggered grid)進行計算。並且將動量方程式中之對流項(Convective terms)，利
用 Second-order upwind scheme 求解，以增加數值計算上之穩定性。並提出各種
適當之計算邊界條件，以符合波浪傳遞的現象。為方便數值上之計算，先重新改
寫η 、 u 、 v的方程式形式，並分別討論在時間上以及空間上之離散方程式。首
先根據式(21)及式(22)，改寫η 、 u 、 v為以下之形式：

)({])[(])[( 3
1 xyxxyxt vuhavhuh ++++++ ηηη

)({]})()[( 3
1

2
2 yyxyxxyxx vuhahvhuha ++++

0]})()[(2
2 =++ yyyxy hvhuha  (23)

)(2
1 xytxxtyxxt vuhbvuuugu +++++ η

0])()[(2 =++ xytxxt hvhuhb  (24)
)(2

1 yytxytyxyt vuhbvvuvgv +++++ η

0])()[(2 =++ yytxyt hvhuhb  (25)
式中之 1a 、 2a 、 1b 及 2b 分別表示如下：

6
1

)(
2
1 2

1 −=
h
z

a α ，
2
1

2 +=
h
z

a α

2
1 )(

2
1

h
z

b α= ，
h
z

b α=2
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hz 553.0−=α ,  (取
5
2

−=α 時)  (26)

在計算上採用疊代方式進行計算，其計算之收斂條件表示如下：

001.0
||

||

,

1
,

,

)1(
,

1
,

*

<
−

=∆
∑

∑
+

++

ji

n
ji

ji

n
ji

n
ji

f

ff
f  (27)

將所得之修正值與預測值進行比較，兩者是否同時滿足收斂條件。倘若不滿足收
斂條件，採用數值上之 S.O.R.(Successive Over-Relaxation)方法，重新給定預測值
後求解修正值；若滿足收斂條件，此計算結果即為下一時階之計算之初值。在式
(27)中，f 分別表示為η 、 u 、 v，其值皆必須小於 0.001 始為滿足收斂條件。

在整個計算域中，邊界圍繞在計算域之四週，需依照不同之狀況，分別給定
不同的計算邊界條件。當波浪傳遞至開放邊界時，消波邊界條件應有效地吸收波
浪之能量，並且避免數值反射波之產生。一般較常使用的是輻射邊界條件
(Sommerfeld radiation condition)，其表示式如下所示：

0=+ xxt fCf  (28)
0=+ yyt fCf  (29)

上式中 f 分別表示為η 、 u 、 v。Cx及 Cy為相位速度於 x 方向及 y 方向的分量。

在一般之計算例中，相位速度通常給定為淺水波速 ghC = 。由於在實際之計算

例中，特別是不規則波之狀況下，相位速度很難準確的估計，因此在給定輻射邊
界條件之後，仍然會產生波浪能量反射的現象。為減少此一波浪反射現象，在計
算域加入一阻尼項(Damping terms)或加入海綿消波層(Sponge layer)，可使此一現
象獲得改善。根據 Wei and Kirby(1995)利用 Orszag(1981)所提出之方法，將阻尼
項加入動量方程式u 、 v的計算之中，稱為「Newtonian cooling」。

)(2
1 xytxxtyxxt vuhbvuuugu +++++ η

uxwhvhuhb xytxxt )(])()[( 12 −=++  (30)
)(2

1 yytxytyxyt vuhbvvuvgv +++++ η

vxwhvhuhb yytxyt )(])()[( 12 −=++  (31)
式中 )(1 xw 可表示如下：










>
−

−
−
−

<

=
s

n

sl

s

s

xx
xx
xx

xx

xw
      ;

                                 ;       

]
1)1exp(

1)exp(
[

0

)(
1

1

ωα
 (32)

式(32)中各項變數定義如下： 1α 為依照不同之計算例給定不同之常數；ω 為給定
阻尼項之波浪角頻率；xs 為計算域中阻尼項起點之位置；xl 為整個計算域之距離；
(xl-xs)之距離通常選取 2 倍至 3 倍波長作為計算長度；本文之後的計算例，選取
n=1。

首先為驗證消波邊界條件在數值計算上之適用性。給定一週期 T=3.05 sec 及
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波高 H0=0.2m 之規則波，通過長度為 012 L× m 的等水深地形 h=4.2m 之後，在消
波邊界附近水面波形變化之情形。在邊界處之處理方式除了給定輻射邊界條件之
外並加上消波邊界條件，而消波邊界條件之長度為 02 L× m。計算時所設定之網格
間距 40/0Lx =∆ 及時間間隔 60/Tt =∆ 。圖 2 為波浪完全發展之後，一個週期時間內
( t=88.45 sec 至 t=91.5 sec)，每增加 T/4 時間時水面波形變化之情形。由圖 2 可知，
以輻射邊界條件加上消波邊界條件，可有效地降低波浪由邊界產生反射的現象。

280 320 360 400 440 480

x / L0

-1

-0.5

0

0.5

1

η
/

H
0

t = T & 1T
t = 1/4T
t = 1/2T
t = 3/4T

圖 2 消波邊界處水面波形變化圖
其次利用孤立波通過長距離平面之計算例，可作為數值模式之穩定性及守恆

性的驗證。利用 Wei and Kirby(1995)所推導之孤立波解，作為波浪入射條件。在
另一邊界處給定輻射邊界條件。計算例所需輸入之基本資料如下：水深 h=0.45 
m、波高 H=0.045m、網格間距 1.0=∆x m、時間間隔 04.0=∆t sec。圖 3 為孤立波
(H/h=0.1)數值解與理論解在不同計算時間時的空間位置比較圖。由圖 3 可知，數
值解大致與理論解符合。並且由圖中可發現，隨著波浪傳遞距離的增加，其尾端
會產生分散性的現象(Dispersive tail)，並且此現象會隨著傳遞距離的增加而有持
續拖長的現象。

圖 3 H/h=0.1 數值解與理論解在不同計算時間時的位置圖。
其次在相同的計算條件之下，給定不同的相對波高 H=0.045m(H/h=0.1)、

H=0.09m(H/h=0.2)及 H=0.135m(H/h=0.3)，分別比較在時間 t=40sec 及 t=120sec
時，其水面波形之化情形。由圖 4 不同相對波高 H/h=0.1、H/h=0.2、H/h=0.3 之
孤立波波形比較圖可知，隨著給定之相對波高的增加，波高會有降低的現象之
外，數值上所得之相位速度也會逐漸變小，相位誤差會逐漸變大。造成此誤差產
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生之原因，應是實際之相位速度值與數值上( 5/2−=α )所估計之相位速度值不一
致所造成的。

圖 4 不同相對波高孤立波波形比較圖
考慮一 Monochromatic wave 通過一等水深之地形 h=4.2mm 時，波浪傳遞之

現象。給定之入射波高 H=0.2m、週期 T=2.5sec 之 Sinusoidal wave，其相對水深
為 h/L0=0.43。在另一邊界給定輻射邊界條件及消波邊界條件，計算時所選取之
網格間距 40/0Lx =∆ 、時間間隔為 60/Tt =∆ 。在此相對水深 h/L0=0.43 之條件下，
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分別比較 Conventional Boussinesq equations，即為以平均水深速度表示之
Boussinesq equations( 3/1−=α )及 Extended Boussinesq equations( 5/2−=α )兩者之
間的差異。根據計算結果可知：Conventional Boussinesq equations 其相位速度
（Phase celerity）誤差為-48%，群波速(Group velocity)誤差為-90%，波浪能量不
能有效地傳遞，而波長也顯得較短；Extended Boussinesq equations 其相位速度誤
差為 3%，群波速誤差為 12%，與 Conventional Boussinesq equations 比較之下，
可大幅減少誤差的產生。圖 5、圖 6 為相同計算條件下，計算時間 t=50T 時
Conventional Boussinesq equations 與 Extended Boussinesq equations 的波形剖面
圖。

圖 5 Conventional Boussinesq equations 計算時間 t=50T 時的波形剖面圖

圖 6 Extended Boussinesq equations 計算時間 t=50T 時的波形剖面圖
根據以上理論分析以及數值計算例之驗證。本文提出一 Boussinesq equations

之數值模式，可有效預測一維波浪傳遞之現象。以下為本研究所得之數點結論：
本文利用[2,2] Padé approximation 推導之 Boussinesq equations，在相位速度誤差
在 5﹪的條件下時，其相對水深限制 h/L0 可達到 0.5。數值方法採用交錯網格計
算，可避免數值震盪之產生。利用 Fourth-order Adams-Bashforth-Moulton 
predictor-cor- rector scheme 求解方程式，其中非線性項利用 Second-order upwind 
scheme 求解，可增加計算時之穩定性。邊界值之給定在本計算模式中甚為重要，
由計算例可得知，利用消波邊界條件可有效地降低波浪由邊界產生反射的現象。
其次利用孤立波之計算例可得到本計算模式穩定性及守恆性的驗證。
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五、計畫成果自評

參與人員經由理論研究與數值計算，將對於 Boussinesq equation 應用於波浪
變形研究有較為完善之了解，同時對於理論方法的提升與數值技巧會有充份的訓
練，有助於以後從事相關問題研究能力與創造性。與原先申請計劃之目的相符
合，預估達到八成七之期望，此成果預定發表於第二十五屆海洋工程研討會。
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