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摘 要
本文以實體平面化資料為基礎，提出一個自
動的三維有限元素網格產生法則，建立三維物體
之有限元素。物體平面化的(SLA)資料廣用於快
速成型機的加工。本文以實體平面化產生的資
料，搜尋網格節點與建立有限元素，完成三維物
體之網格分割。
在產生有限元素之過程中，本法完全避開複
雜的布林運算，藉此提高有限元素產生之速度。
所建立的有限元素，可包含六面體元素與四面體
元素，以增進有限元素分析之準確度。本文並在
各章附上數個測試實例，以驗證法則之可行性。
關鍵字：網格產生、實體平面化、六面體元素、
四面體元素

In this paper an algorithm of automated mesh 
generation from STL format is presented. The 
algorithms are created from a set of triangular 
patches and then generated finite elements. Then 
three-dimensional mesh generation is accomplished.  
In order to reduce the computation time, the 
algorithm proposed here is not necessary to use the 
complex Boolean operation. The finite elements 
generated by this algorithm include the tetrahedrons 
and hexahedrons. Finally, some examples and a 
FEM analysis are illustrated to verify the 
feasibilities of the algorithm.
Keywords: mesh generation; triangular patch; 
tetrahedron; hexahedron
1. 前   言
有限元素法（FEM）起源於40年代[1]，由

於現今工業問題日益複雜，以傳統解析法對物體
進行分析，已是不可能的事，而另一方面，由於
電腦科技的日新月異，以及在軟硬體上的突飛猛
進，使得數值方法作為解題途徑的有限元素法，
廣泛應用到各種領域上。
應用有限元素法分析前，首先需將三維的

物體進行網格分割，亦即一般在有限元素法中，
所熟知的前處理。網格分割的好與壞，直接影響
有限元素法計算的結果，故如何產生一個良好的
網格分割，將是一個重要的課題。
2. 文獻回顧
自動網格產生的法則，截至今日已有多種

方法被提出。
(1) 修正八元樹法：Yerry和 Shephard[2]以空間
分割的概念，將物體用三個彼此互相正交的

平面，分割為八個區域，然後再測試此八個
區域與原物體間的關係做進一步細分。

(2) 格點基礎的網格分割法：Schneiders[3]提出
一個以格點為基礎的網格分割法，此法則有
兩個主要的步驟。首先是物體內部的網格分
割，其次為邊界網格的建立。

(3) 特 徵 基 礎 的 網 格 分 割 法 :Unruh and 
Anderson[4]提出以特徵為基礎的網格分割
法。此法將物體分割為數個特徵的組合。而
在 有 限 元 素 產 生 的 方 面 則 是 採 用
Delaunay[5]三角演算法，來建立四面體。

(4) 節點連接法:此法與特徵基礎的網格分割法
類似，不同之處在於初始節點的產生上，節
點連接法是直接對物體的邊、面與體積產生
節點，而在有限元素的產生上，亦是採用
Delaunay三角演算法。

3. 研究內容
本文以物體平面化後的資料建立初始節
點，由這些初始節點產生物體之有限元素。物體
平面化的(STL)資料廣用於快速成型機的加工。
本文內容包括以下兩項：網格節點之產生、有限
元素之建立。
3.1 索引座標系統
索引座標系統，為節點位於此三維陣列中的
位址，亦即此節點在整個陣列中的索引值，其三
個座標軸以I、J、K表示。以空間中的圓柱體來
說明，參看圖1，B為空間中的圓柱體，假設A是
包覆著B的立方體包覆箱，此立方體包覆箱的八
個頂點，左下角後方之頂點P1，其座標值在各個
軸向上的分量均為最小值，此頂點被定為索引座
標系統之原點；位於點P1對角位置上之頂點P7，
此點座標值在各個方向上的分量，均為包覆箱頂
點中的極大值，若各個軸向上所希望得到可能的
最多元素個數，分別為Isize、Jsize與Ksize，則P7

在索引座標系的座標即為(Isize，Jsize，Ksize)。
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3.2 節點產生
(1) 邊界節點組之搜尋
此步驟之目的在搜尋出物體所有的邊界節
點，包含頂點節點、邊線節點、面節點與外部節
點。或者說，邊界節點之搜尋條件，在於找到各
方向上，距離邊界頂點、邊界線段與邊界面最接
近之所有節點。
良好的邊界節點組，指的是一組能將索引座
標系統裡的元素分成二個區域，各區域裡的元素
均有屬於此區域裡的另一個元素與之相鄰，而二
區域裡的元素彼此間則不相鄰。
(2) 內部節點之產生
內部節點搜尋方式為，以一良好邊界條件的
任一節點為出發點，向前後左右上下六個方向搜
尋，若搜尋到未指定屬性之節點，則將此節點指
定為內部節點，並以此點做遞迴搜尋。
3.3 邊界節點之產生法則
3.3.1 頂點節點之搜尋
頂點節點之搜尋是要搜尋所有的節點中，投
影座標與三角形三個頂點之座標最接近之節點。
3.3.2 邊線節點之搜尋
對一個三角形而言，當三個頂點節點確定
後，便可以開始進行邊線節點之尋找，方法如下：
(1) 索引搜尋法
索引搜尋法是以三角形之三個頂點節點之
索引座標，任取兩個座標值，以線性內插之方法
求得其內差節點之索引值。內差點之點數，需視
該方向索引值之差而定。內差點的真實座標，亦
以線性內差的方式，求得兩頂點座標之內差值，
指定給予節點之真實座標。此法之優點在於其速
度較快，但是搜尋所得到的節點有可能不是最接
近邊界者，適合有限差分網格使用。
(2) 座標搜尋法
座標搜尋法與索引搜尋法程序相反。首先須
先找到三角形的三個頂點節點，任取兩節點，以
節點之真實座標，線性內差求得內差節點之座標
值，反求得投影座標值與此座標值最接近之節
點。座標搜尋法搜尋得的節點一定是最接近邊界
者，但此法在速度上較索引搜尋法慢很多。
3.3.3 面節點之搜尋
搜尋的基本概念類似掃描線之原理：在圖2
中，掃描線在索引座標系統裡由下往上掃描。由
於邊線節點的取法，是對各個方向分別取節點，
參看圖3，假設以Ｊ方向作為邊界節點的搜尋方
向時，則在Ｊ方向的每一層中，必剛好存在兩個
邊線節點 Pt1 與 Pt2，以這兩個節點的真實座標
為起訖座標值，依線性內差求得內差座標值v1。
以此內差座標值求得其對應的索引座標值id1與
id1所對應節點之投影座標值 pv1，再將 pv1  以
此三角形法向量分量最大的方向，投影至此三角

形上，求得其座標值v2與v2所對應的索引座標值
id2，節點id2所對應的投影座標pv2。最後，進行
由於邊界節點之產生法則，是搜尋各個軸向上，
距離邊界面最近的節點，這個條件限制了節點在
空間中之位置，圖4中以二維的例子，來說明節
點在空間中之活動範圍，圖5中顯示一個節點的
座標所能存在的範圍，只可能在一個以此節點的
投影座標為中心點且各邊邊長為網格尺寸大小
的矩形內（對三維物體而言則為一個立方體）。
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圖 4 節點的活動範圍  圖 5新立方體包覆箱之建立
3.4 內部節點之產生法則
內部節點之產生必須先找到第一個內部節
點。尋找的方法為將原來恰好包覆著物體的立方
體包覆箱Box1，各面向外擴張一個網格單位大小
的尺寸，形成一個新的立方體包覆箱Box2，如圖
6 所示，若將初始節點建立在Box2裡，則位於最
外層之初始節點必為外部節點，以任意一個外部
節點為起始點，依搜尋內部節點的方式，對節點
陣列進行搜尋，即可搜尋出所有的外部節點。再
一次搜尋節點陣列，此時若搜尋到任意一個未指
定屬性的節點，則此節點必為內部之節點，以此
節點為第一個內部節點，進行內部節點之搜尋，
即可找到所有位於物體內部之節點。
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圖6  基礎六面體    圖7基礎六面體與笛卡爾座標
3.5 有限元素之產生法則
基本網格單位，是在索引座標系統中，任意
八個相鄰座標位置上之節點，所構成的一個資料
群組。這八個座標位置所構成的六面體，稱之為
基礎六面體(簡稱BH)如圖7所示。
有限元素的產生，首先需自節點陣列中搜尋
出一個有效的基本網格單位。一個有效的基本網
格單位需至少存在有四個節點資料且位於物體
之內部。搜尋得到一個有效的基本網格單位，即
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可開始由此基本網格單位建立有限元素，此部分
包含從完整網格單位建立六面體元素與將破損
網格單位分割成四面體元素二個部份，對於由破
損網格單位所分割出來的四面體，需對其測試與
原物體之內外關係，建立合理之四面體。本文中
所產生的有限元素僅限於六面體與四面體，且為
線性之元素，對於高階有限元素的建立，將不在
本文的處理範圍之內。
3.5.1 有效的基本網格單位之搜尋
基本網格單位之搜尋是依序對索引座標系
統中的三個座標軸進行。搜尋得到一個基本網格
單位後，需檢查其節點的數目，對於節點數目小
於四個節點的基本網格單位，由於此網格單位無
法構成一個三維物體，所以必定為一個無效的基
本網格單位。對於具有四個節點以上的基本網格
單位，需要檢查此網格單位是否部份或全部位於
物體之內部。檢測基本網格單位是否部份或全部
位於物體之內部，可以下面四個方法完成：
(1) 基本網格單位有一個以上的內部節點，則此
基本網格單位必定有部份或全部位於物體
之內部。

(2) 基本網格單位的節點數目大於四且有一個
以上的面節點，若與這些面節點在基本網格
單位上共稜邊的所有節點，皆位於面節點所
在的平面上面或下方，則此基本網格單位亦
存在部份或全部位於物體之內部。

(3) 基本網格單位恰有四個節點，此四個節點不
構成BH之任一平面且有一個以上的面節
點，若非面節點之另三個節點至少有一位於
面節點所在的平面下方，其餘則在面節點所
在的平面上或下方，則此基本網格單位位於
物體之內部。

(4) 對於不屬於(1)、(2)與(3)之情形者，則視為
無效的基本網格單位。

3.5.2 六面體元素之建立
一個有效的基本網格單位，若具有八個節點
且為下列任一情況者，則此基本網格單位為一完
整的網格單位。
(1) 基本網格單位的所有節點均為內部節點，
則此基本網格單位為完整的網格單位。

(2) 基本網格單位六個面上的節點之真實座
標，位在空間中的關係仍為平面，則此基
本網格單位亦為一個完整的網格單位。
若搜尋得到的基本網格單位為完整的網格
單位，則可由此網格單位建立六面體有限元素。
3.5.3破損網格單位之切割
對於不滿足完整網格單位的基本網格單
位，需將此基本網格單位切割成一組四面體元素
的組合，所以此網格單位被稱為破損網格單位。
基本網格單位是建立是在基礎六面體上，對

一個基礎六面體，其在笛卡爾座標系統中亦為一
個六面體，且此六面體各邊界面必存在笛卡爾座
標系統的一個座標平面與之平行，此一座標平面
稱為此六面體邊界面在笛卡爾座標系統中的投
影面，如圖8中，基礎六面體之邊界面f1、f2、f3、
f4、f5、f6 中，f1 與 f2 之投影面為XY平面，f3 與
f4之投影面為YZ平面，f5 與 f6 之投影面為ZX平
面。若基礎六面體之任一個平面上存在三個以上
之網格節點，則此組節點將可構成基本網格單位
之一個邊界面。定義此基本網格邊界面之投影面
與基礎六面體之投影面相同。對此種基本網格邊
界面定義其分割方法如下：
(1) 若此邊界面恰存在三個節點，則由此三個節
點組成破損網格的一個邊界面。

(2) 若將此基本網格邊界面上之節點投影至其
對應之投影面上，所構成的四邊形具有凹
角，此時分割將以凹角出發，連接凹角所在
的節點與不和其在基本網格單位上共稜邊
的另一節點，將基本網格邊界面分割成二個
三角形的網格邊界面。

(3) 若基本網格邊界面的二個對角線，恰有一對
角線其上的頂點不包含邊線節點外之其他
屬性節點者，則以此對角線作為切割線段。

(4) 若基本網格邊界面的二個對角線，恰有一對
角線其上的頂點不包含頂點節點與邊線節
點外之其他屬性的節點者，則以此對角線作
為切割線段。

(5) 對於不屬於上述之情形的破損網格邊界面
則採取預設之分割方式。邊界面的預設分割
方式如圖9。
若構成基本網格邊界面之節點，並非全部在
基礎六面體之任一邊界面時此時分割方式如下：
(1) 若此邊界面恰有三個節點，則由此三個節點
組成破損網格的一個邊界面。

(2) 若基本網格邊界面的二個對角線，恰有一對
角線其上頂點不包含邊線節點外之其他屬
性的節點者，則以此對角線作為切割線段。

(3) 若基本網格邊界面的二個對角線，恰有一對
角線其上的頂點不包含頂點節點與邊線節
點外之其他屬性的節點者，則以此對角線作
為切割線段。

(4) 對不符合(1)、(2)與(3)之情形，任意連接二
個不在基本網格單位共稜邊之頂點，將基本
網格邊界面分割成二個三角形網格邊界面。
對破損網格單位各邊界平面定義好分割方
式，將分割完成之平面儲存於面陣列。面陣列即
可在笛卡爾座標系統裡產生一個與破損網格單
位對應的多面體。基於幾何理論，任何一個三維
多面體，均可由有限個數的四面體組合成，此理
論使得破損網格單位的分割處理得到保障。
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Yerry and Shephard[2]將破損網格所構成之
多面體上的各頂點，分成三邊共點、四邊共點與
五邊共點三種，依序對各種頂點進行移除之程
序，完成octant之切割。Shephard and George[6]
提出三個運算元 Op1、Op2 與 Op3來將破損網格
切割，如圖 9 所示：本文採用 Shephard and 
George 提出的元素移除運算元  Op1、Op2 與
Op3 作為建立四面體元素之法則。運用遞迴的方
式，將破損網格中符合各元素移除運算元之四面
體逐一移除，完成破損網格之切割。
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圖8 破損網格邊界面之預設分割方式
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(a) vertex removal (b)edge removal  (c)face removal
圖9 元素移除運算元

3.5.4 外部四面體之移除
對破損網格單位所建立的四面體，不保證其
必位於物體之內部。判斷四面體是否位於物體內
部之法則如圖 10。此法則對四面體作進一步檢
測，其結果能將必定位於物體外部四面體移除。

Begin
If exist a face node on tetrahedron

If any node of tetrahedron are above the plane that 
the face node on The tetrahedron is outside

Else the tetrahedron is inside
End

圖10有效四面體之判斷法則
3.6 實例測試
本節提出數個測試實例：
圖11為一立方體被二個圓柱體貫穿，輸入之

SLA檔共包含228格平面，網格分割後所產生之
節點個數與元素個數分別為1084個與360個，產
生節點花費3秒，產生有限元素花費11秒。
圖12為一曲柄軸，輸入之SLA檔共包含332
個平面，網格分割後所產生之節點個數與元素個
數分別為1138個與1728個，產生節點花費6秒，
產生有限元素花費20秒。
圖13為Schneiders[3]中之一測試實例，輸入
之SLA檔共包含148個平面，網格分割後所產生
之節點個數與元素個數分別為6362個與5722
個，產生節點花費2秒，產生有限元素花費32秒。
圖14為澆注件模型，輸入之SLA檔共包含

1888個平面，網格分割後所產生之節點個數與元
素個數分別為18294個與34684個，產生節點花費
189秒，產生有限元素花費278秒。

            
圖11六面體被二圓柱貫穿     圖12曲柄軸網格分割

      
圖13Schneiders論文中之實例  圖14澆注件模型

4. 結論
本研究對實體平面化資料，進行三

維物體網格分割之工作，所得結論如下：
(1) 本法則在產生節點的過程中，完全避開節點
之內外測試；在建立有限元素之過程中，亦
捨棄以布林運算之方式，作為建立破損網格
與四面體切割之途徑，藉此改善網格分割之
速度。

(2) 本研究之節點搜尋法則，可提供各種需要產
生初始節點之網格產生法則所使用，如格點
基礎之網格分割法。
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