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摘要 

在存活資料中，若試驗期間能無限延

長，有部份資料將能永久存活，故稱長期存

活資料。本文中長期存活資料為區間設限資

料型式，假設存活母體為指數分布與 Weibull
分布，定義區間設限資料下的概度函數，並

導出長期存活資料比率之最大概度估計式及

概度比檢定，同時利用 Kaplan－Meier 的估

計方法，提出無母數方法來估計「區間設限

長期存活資料」比率及其檢定方法。本文利

用蒙地卡羅統計模擬方法比較在最大概度法

及無母數方法不同情形下的表現狀況，結果

發現無母數方法在檢定「區間設限長期存活

資料」比率的表現優於最大概度法，此與長

期存活資料為右方設限資料型式之結果一

致。 
關鍵詞︰長期存活資料、區間設限、最大概

度估計、概度比檢定。 
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ABSTRACT 
The long-term survival data means some of 

the data can survive in definite time. The 
likelihood function with interval-censored data 
was defined when the survival population was 
assumed to be exponential or Weibull distribution. 
The MLE (maximum likelihood estimator) and 
LRT (likelihood ratio test) can be derived from 
long-term survival data. Furthermore, a 
nonparametric method for estimating proportion 
of long-term survival data was derived based on 
Kaplan-Meier’s estimation. In this paper, we 
compared the MLE and nonparametric method by 
Monte Carlo simulation method for long-term 
survival data. We found that the performance of 
nonparametric test was better than maximum 
likelihood ratio test, which was similar to the 
results obtained with right-censored data. 
Key words: Long-term survivor data, Interval- 

censored, Maximum likelihood 
estimator, Likelihood ratio test. 

前言 

統 計上 對於 不完 整資 料 (incomplete 
data)的分析，大致上可以分為缺失值資料

(missing data)及設限資料(censoring data)
兩大類。對觀察的試驗資料記錄事件開始

(time begin)及結束(time end)之試驗觀察時

間稱為存活時間(survival time)。若實際的存

活時間受到試驗時間的結束造成資料的不完

整，此類資料雖造成缺失，但仍會留下訊息，

稱具有此種資料之試驗觀察資料為設限資料
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(censored data)。Kaplan and Meier (1958)
提 出 設 限 資 料 估 計 存 活 函 數 (survival 
function)之無母數方法。Gehan (1965)、
Mantel and Haenszel (1959)、Peto and Pike 
(1973)、Charkraborti and Desu (1991)及
Chen (1994)相繼提出比較分析之統計方法。 

長期存活資料(long-term survival data)
指在整個存活時間分布具有長久存活之個體

存在 (Maller and Zhou 1996)，若 ( )TF t 為存

活 時 間 之 累 積 分 布 函 數 (cumulated 
distribution function)，則通常 ( ) 1TF ∞ = ，但

若擁有長期存活資料時，則 Fr(∞)=p, 0＜p＜
1，而1 p− 即為母群中之長期存活資料比率，

又稱免疫比例（immune proportion）。Boag 
(1949)是最早提出「長期存活資料」統計分析

的學者（Boag 稱「長期存活資料」為「治癒

資料」）。Boag 利用英國某醫院中自 1929 至

1938 年之 121 名乳癌病患，記錄這 9 年來接

受治療後的存活時間，但 9 年後仍有存活之

病患，Boag 認為此資料不能完全視為設限資

料，亦有可能屬於被完全治癒之病患。由於

Boag 利用卡方適合度檢定，認為存活時間

lognormal 分布較指數分布適合，提出一混

合模型(mixed model)，並導出參數的最大概

度估計量。 
Haybittle (1965)利用指數型式來表示

『被治癒』之比率 1
k

p c e β−− = = ，推導出

Gompertz 模式，Haybittle 利用最大概度估

計法推估 c,β，但並沒有直接檢定 c 之值，

只是估算出其標準誤差 (standard error)。
Goldman (1984)引用指數分布作為存活時間

之分布，建立混合模式，並分析一組自 1973
至 1979 年之 33 個攝護腺癌病患(1973-1979)
之存活時間，及利用蒙地卡羅模擬，發現其

最大概度估計量具有不偏的性質。 
Farewell (1977)利用 Logistic 函數作為

共變數 X
v
之連結函數(link function)，成為

Bernoulli 分布「發生」之機率，並假設存活

時間服從指數分布，討論實驗設限時間及

Bernoulli 分布「發生」之機率大小對該混合

模式之效率。Farewell (1982)引用相同觀念，

考慮存活時間服從 Weibull 分布，分析魚在不

同的鋅含量中其存活時間之差異。 
Gordon (1990)提出一組資料中有兩種

可能的致命因素，觀察樣本資料中可以明確

判定是屬於何種因素致命，Gordon 做一假設

對某種特定因素來作分析時，將所有病人區

分為兩個部分，一部份為未治瘉組與另一部

份皆視為治瘉組。並提出混合式 Gompertz
分布，利用最大概度估計法估計參數並予以

分析。 
Su et al. (2000, 2003)利用存活分析的概

念，將種子發芽時間視為存活資料來處理分

析，將溫度視為可解釋之變數時，引用加速

失 敗 時 間 模 式 (accelerated failure time 
model)進行分析。Su et al. (2005)延用 Boag
的方法，透過存活分析(survival analysis)的
統計方法，建立種子發芽比率的統計推論，

將種子發芽時間視為統計上一組第 I 類型的

右方設限存活資料 (typeＩ right censored 
survival data），定義在右方設限資料下概度

函數，並假設存活母體為指數分布與 Weibull
分布，導出「右方設限長期存活資料」比率

之最大概度估計式及概度比檢定，同時利用

Kaplan－Meier 的估計方法，提出無母數方

法來估計「長期存活資料」比率及檢定方法。 
本文是 Su et al. (2005)的延伸，同樣嘗試

以存活分析的概念，將種子發芽資料視為存

活資料來處理。種子發芽的時間只知道介於

兩個時間點之內，實際上確切時間並無法觀

察到，故將每一顆種子之發芽時間視為區間

設 限 長 期 存 活 資 料 （ interval censored 
long-term survivor data），建立種子發芽比

率的統計推論。透過存活分析的統計方法，

來建立種子長期存活資料的發芽比率之統計

推論。 

存活分析方法之數學函數及其估計 

假設存活時間 T 為連續型之隨機變數，

則可定義以下數個重要存活分析之數學函
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數： 
(1)存活機率密度函數 (probability density 

function)：  

0

( )( ) lim ,  0 .T
P t T tf t t

ε

ε
ε→

< < +
= ≥  

(2) 存 活 累 積 分 布 函 數 (accumulated 
distribution function)：  

0
( ) ( ) ( ) ,  0 .

t

T r TF t P T t f u du t= ≤ = ≥∫  

(3)存活函數(survival function)：  
( ) ( ) ( ) 1 ( ),  0 .T r T tt

S t P T t f u du F t t
∞

= ≥ = = − ≥∫  

(4)故障函數(hazard function)：  

0

( | )( ) lim

( ) ,  0 .
( )

r
T

T

T

P t T t T th t

f t t
S t

ε

ε
ε→

< < + >
=

= ≥

 

Kaplan and Meier (1958)利用 product 
limit 的無母數方法，提出存活函數 ( )TS t 之估

計式為： 

     
其中

jn 表示存活時間
jt 前確定存活之個數，

jd 表示存活時間
jt 前之「發生」之個數，將

存活時間分成 k個區間，並利用 Greenwood
法則推導出 )(ˆ tST 之標準誤差： 

 { }ˆ. . ( )TS E S t =
1

ˆ ( )
( )

k
j

T
j k j j

d
S t

n n d= −∑  

長期存活資料比率之統計推論 

假設存活時間為T ，其機率密度函數為

( ),  0Tf t t ≥ ，存活函數為 ( ),  0TS t t ≥ ，長期存活

資料比率為 ( ) 1 ,  0 1TS p p∞ = − < < 。 
考慮由

0 1 20 kt t t t= < < < < < ∞L  , ( 1)k + 個

時間點，將時間切割成 k段，第 i段時間區間

為
1( , ) , 1, 2, ,i it t i k− = L ；設

in 表示在第 i段時間

區 間 內 發 生 之 個 體 總 數 ， 1,2, ,i k= L ， 

1

k

i u
i

n n
=

=∑ ； n表所有個數總體。則資料之概度

函數為 

[ ] [ ]1
1

( ( ) ( )) ( ) 1i u
k

n n n
T i T i T k

i

p S t S t p S t p −
−

=

⎧ ⎫
= − ⋅ ⋅ + −⎨ ⎬
⎩ ⎭
∏l  

故資料之對數概度函數為 

 

且其參數向量為 ),,,,( s21 ′= pθθθθ L
v

，其中

s21 ,,, θθθ L 為存活時間母體分布之參數， p為
總發生率參數。求出θ

v
之最大概度估計量

θ̂
v
，並導出其 p之概度比檢定及 )1( α− 100%

信賴區間。 

1.有母數方法  
(1) 當長期存活資料為區間設限資料且母體

為指數分布(exponential )(λ ) 

 其概度函數為  

1

1

{ [ ( ) }[ 1 ]i i k u

k
t t t n nn

i

p e e pe pλ λ λ−− − − −

=

= − + −∏l  

 對數概度函數為  

1

1

log [log log log( )]i i

k
t t

i
i

L n p e eλ λλ −− −

=

= = + + −∑l  

 ( ) log( 1 )kt
un n pe pλ−+ − + −  

 參數向量為 ( )', pλθ =  

(i)θ
v
之點估計：  

 
利用 Newton-Raphson 數值方法可求得

近似解， 。 

(ii)θ
v
之共變數矩陣 (covariance matrix)之

估計：  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

2

2

2

2

)(

)(
)()(

)(
pp

pU
l

ll

l

λ

λ λ  

 其中 
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令
 

 

則 ^ 1 ( ) ( , )
( )

( , ) ( )

Var Cov p

Cov p Var

Uθ
λ λ

λ λ

θ

∧ ∧
∧ ∧ ∧

−

∧ ∧
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∧∧

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Σ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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其中 

 

(iii) p之(1-α )100%信賴區間估計為：  
 由於最大概度估計量具有漸進常態之特性， 
故 ( ) . .(0, )n M N θθ θ

∧

→∞− ⎯⎯⎯→ Σ v
v v v

，其中 . .M N 表

示多變量常態分布(Multivariate Normal 
Distribution)，因此 p之 (1 )α− 100%信賴

區間為 

 

(iv) p之概度比檢定(likelihood ratio test)： 

0 : 1H p =   v.s.  1 : 1H p <  

若 1:0 =pH 成立之下：（即無『長期存

活資料』），則概度函數為 

ukiii nnt
k

i

ntt eeeH −−

=

−−∏ −= − )}()({)(
1

0
1 λλλl  

對數概度函數為 
1

0 0
1

( ) log ( ) log( ) ( )i i

k
t t

i u k
i

H H n e e n n tλ λ λ−− −

=

= = − − −∑l l
 

則λ之最大概度估計量為
 0)( 0 =

∂
∂

λ
Hl

，
可得

方程式 

0)(
1

1
1

1
=−−⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−
−

−−

−−
−

=
−

−

∑ kitt

t
i

t
i

k

i
i tn

ee
etetn n
ii

ii

λλ

λλ  

其根即為λ之最大概度估計值，
∧

0Hλ 。因

此， ku
tHtH

k

i
i tHnneenH ii

∧
−−

=

∧

−−−=
∧

−

∧

∑ 0
1

0 )()log()( 010 λλλl 。若

10 HH ∪ 成立之下，對數概度函數值為： 

1
0

1
( ) [log log ( )]i i

k
t t

i i
i

H H p e en λ λλ
∧ ∧

−
∧ ∧

− −

=

∪ = + + −∑l  

)1log()(
∧

−
∧

−+−+
∧

pepnn kt
u

λ  

因此，檢定統計量為 

^ ^

0 0) ( )2[ ( ]E iH H HIG − ∪= − ll  

其決策法則如下：當 )1(2
αχ>EIG ，則拒

絕 0H ；若 )1(2
αχ≤EIG ，則接受 0H 。 

(2) 當長期存活資料為區間設限資料且母體

為 Weibull ),( λα 分布  
 概度函數：  

ukiii nnt
k

i

ntt ppeeep −−

=

−− −+∏ −= −− ]1}[)]([{
1

11
ααα λλλl  

 對數概度函數：  

 

 參數向量： ( )',, pλαθ =  
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(i)θ
v
之點估計：  

 
 利用 Newton-Raphson 數值方法可求得

近似解， )( ,,
∧∧∧

= pλαθ 。  
(ii) θ

v
之共變數矩陣 (covariance matrix)之

估計：  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
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∂
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∂
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∂
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∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

2

2

2

2

2

2

)(
)()(

)(
)(

)(

)()(
)(

ppp

p

p

U

lll

lll

lll

λα

λλλα
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⎥
⎥
⎥
⎥
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∧∧∧
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−
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其中， ))ˆ,ˆ()ˆ()ˆ((1)ˆ( 2
∧∧∧∧

−⋅
Δ

= λαλα CovVarVarpVar 。  
 
(iii) p之(1-α )100%信賴區間估計為：  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

∧∧

)ˆ(ˆ  ,   )ˆ(ˆ
22

pVarzppVarzp αα

 

(iv) p之概度比檢定(likelihood ratio test)： 
1:0 =pH   v.s.  1:1 <pH  

檢定統計量為 

)]()ˆ([2 100

∧

∪−−= HHHGw ll  

決策法則：當 2(1)wG αχ> 則拒絕 0H ；若
2 (1)wG αχ≤ 則接受

0H 。 

2.無母數方法  
由 0 1 20 kt t t t= < < < < < ∞L ， ( 1)k + 個時間

點，將時間切割成 k 段時間區間，第 j段時

間區間為 1[ , ] , 1, 2, ,j jt t j k− = L ；若所觀察值之

資料並不確定其真正發生時間，但可以知道

在時間 [ ], , 1, 2, ,i iL R i n= L 區間內發生，利用

指標函數 ijα 表示： 

 
1( ) ( )j j jp S t S t −= − 為第 j段時間區間發生之機

率。 
Turnbull (1976)對於此類區間設限資料，對

於存活函數提出一遞迴估算公式演算法，其步驟

摘要如下： 

步驟 1：給定 )(0 jtS 之起始值 1,2, ,j k= L  

步驟 2：計算 0 1 0( ) ( ) , 1, 2, ,j j jp S t S t j k−= − = L  

步驟 3：估算在
jt 時之發生之總個數：

∑
= ∑

=

=
n

i
j k

s spis

jpijd
1

1
α

α        

步驟 4：估算在 jt 前尚未發生之總個數：

∑
=

=
k

js
sj dr  

步驟 5：利用 product limit 公式重新估計 )(tS  

 ( ) j j
n

j

r d
S t

r
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏  

步驟 6：若 )(tSn 與 )(0 tS 相近，則停止；否則

利用 )(tSn 取代 )(0 tS ，遞迴步驟 1～

步驟 5，直到 )(tS 收斂為
∧

)(tStb 。 

(1) p之點估計： 

 
2ˆ 1 ( )n Tb kp S t= −                

(2) p之假設檢定 

0 : 1H p =   v.s.  
1 : 1H p <  

檢定統計量：
2ˆ 1 ( )n Tb kp S t= −  
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決策法則： 當 2 2ˆnp Cα< 則 拒 絕 0H ； 若

2 2ˆnp Cα> 則接受 0H 。其中，當

0H 成立之下 2 2ˆ( )nP p Cα α> ≤ ，

2αC 選取由模擬方式產生。 

2αC 之決定的模擬方式如下： 
我 們 利 用 有 界 樣 本 估 算 區 間 半 徑

(interval radius)，並且利用有界樣本之組中

點及無界樣本之端點，再利用所求之區間半

徑估算平均數。產生 n組之 ( , )i iL R ;其中每組

( , )i iL R 產生方法如下： 
首先產生獨立之 iL ~exponential( 1 λ )，

1 2, ~i iC C uniform (0, 區 間 半 徑 ) ； 令

iii CTL 1−= ； 2i i iR T C= + ； 若 0iL < 則 令

0iL = 。計算 2ˆnp 之值。反覆執行 5000 次，可

得 5000 筆 2ˆnp 值。計算第 (100 )α× 個百分位

數，可得α 水準下之臨界值。 

統計模擬 

1.模擬方法 
我們欲對總發生率(total occur rate)(亦

即 F(∞)=p 或是(1-長期存活比率))的最大概

度檢定法探討其檢定力的表現，故利用蒙地

卡羅方法(Monte Carlo Method)來模擬最大

概度檢定法之檢定力的表現情形，透過模擬

的結果來檢查在顯著水準上的維持(即 p=1 時

之犯型 I錯誤之比率)及各種 p<1 之檢定力(正
確拒絕 0H 之比率)表現。其模擬代號如下： 

MLE(IG)：區間設限資料之最大概度檢定

法 
NON(I)：區間設限資料之無母數檢定法 

模擬及分析步驟摘要如下：  

(1)MLE(IG)方法之模擬：  
(i) 此種方法是針對區間設限整群資料所提

之方法，因此在模擬上，只考慮存活時間

分布即可，故沿用指數分布及 Weibull 分
布，[expornential(λ=1)及 Weibull(α=3,

β=3)]。 

(ii)觀察時間採用固定時間模式，記錄落在此

區間之個數。 
T~exponential(λ=1)： 

取 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2, 1.3, 
1.4, 1.5, 2.0（10 段區間） 

T~Weibull(α=3,β=3)： 
取 0, 0.4, 0.8, 1.1, 1.4, 1.7, 2.0, 2.4, 
2.8, 3.2, 4.0（10 段區間） 

(iii)樣本數 n=20, 50, 100。 
(iv)在檢定力之模擬方面，必須考慮 p 值，故先

產生 U~uniform(0,1)，若 U<1-p，則屬於永

久存活資料，令觀察時間 iX =10（一定不屬

於觀察區間內）；若 U≧1-p，則在取觀察時

間為 i iX T= 。 

(v)重複 5000 次，計算其平均發生拒絕率，當

p=1 時，其值為顯著水準；當 p<1 時，則為

檢定力。 

(2) NON(I)方法之模擬：  
(i) 由於本法是針對區間設限資料非整群資

料，因此考慮其存活時間分布為指數分

布及 Weibull 分布。對於觀察時間，在

此是利用 uniform 分布產生，而且區間

長度將會影響其樣本資料結構，故考慮

下列情形：  

iT ~ exponential(λ=1/30) 

C1~uniform (0,2)，C2~uniform (0,2) 

C1~uniform (0,4)，C2~uniform (0,4) 

C1~uniform (0,8)，C2~uniform (0,8) 

 則 ( ,i iL R ]為區間資料，其中
1i i iL T C= − ，

2i i iR T C= +  

iT ~Weibull (α=0.000873,β=2) 

C1~uniform (0,2)，C2~uniform (0,2) 

C1~uniform (0,4)，C2~uniform (0,4) 

C1~uniform (0,8)，C2~uniform (0,8) 

則( ,i iL R )為區間資料，其中 1i i iL T C= − ，
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2i i iR T C= +  

(ii) 樣本數 n=20, 50, 100。  
(iii) 在檢定力之模擬方面，必須考慮 p

值 ， 故 先 產 生 U~uniform(0,1) ， 若

U<1- p，則屬於永久存活資料，則令

iR =∞（設為 99），
1i i iL T C= − ；若 U

≧1- p，則
1i i iL T C= − ，

2i i iR T C= + 。但

由於起始時間不可能為負，故當 Li<0
則令成

iL =0。  
(iv) 重複 5000 次，計算其平均發生拒絕率，

當 p =1 時，其值為顯著水準；當 p <1
時，則為檢定力。 

2.模擬結果  
設T為指數分布時，Table 1 及 Table 2

分別為有母數方法 MLE(IG)及無母數方法

NON(I)之模擬結果。當 1p = 時，表中所示為

其顯著水準，當 1p < 時，則表中之結果為其

檢定力。不論 MLE(IG)或 NON(I)之檢定力

均不是很好，只有在 n大時，且 0.5p = 時，檢

定力表現較佳，且 NON(I)在區間半徑低、中

時的表現比大區間半徑的表現為佳。整體而

言，利用無母數方法來檢定「區間設限長期

存活資料」比率的表現較最大概度法為穩健。 
設T為 Weibull 分布時，Table 3 及 Table 

4 則分別為有母數方法及無母數方法之模擬

結果。其結果與 T 為指數分布時之結果類

似，只有在 n大時，且 0.5p = 時，檢定力較高。 

討論 

本文利用種子發芽行為資料，將觀察等

待發芽成功的時間，解釋成存活時間，對於

未能在觀察時間內發芽之種子資料，則視為

一種設限資料。但種子發芽的確切時間無法

確實觀察到，只知道種子發芽的時間介於兩

個時間點之內，實際上確切時間並無法觀察

到，於是本文將每一顆種子發芽存活時間都

視作區間設限資料，比 Su et al. (2005)視作右

設限資料較為合理。 

Table 1. Results of MLE(IG) when distribution of T is an exponential function. 

Total occur rate p=1.0 p=0.9 p=0.8 p=0.5 

20 0.011 0.216 0.296 0.592 

50 0.028 0.312 0.348 0.880 n 

100 0.029 0.366 0.448 0.922 

Table 2. Results of NON(I) when distribution of T is an exponential function. 

Total occur rate p=1.0  p=0.9  p=0.8  p=0.5 

Interval radius 2 4 8  2 4 8  2 4 8  2 4 8 

20 0.017 0.008 0.004  0.157 0.273 0.210  0.255 0.314 0.221  0.267 0.473 0.340 

50 0.023 0.013 0.036  0.233 0.423 0.340  0.353 0.540 0.320  0.573 0.733 0.480 n 

100 0.027 0.027 0.055  0.433 0.557 0.493  0.533 0.610 0.440  0.813 0.807 0.593 

Table 3. Results of MLE(IG) when distribution of T is a Weibull function. 
Total occur rate p=1.0 p=0.9 p=0.8 p=0.5 

20 0.011 0.196 0.201 0.300 

50 0.021 0.281 0.298 0.899 n 

100 0.048 0.401 0.444 0.912 
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Table 4. Results of NON(I) when distribution of T is a Weibull function. 

Total occur rate p=1.0  p=0.9  p=0.8  p=0.5 
Interval radius 2 4 8  2 4 8  2 4 8  2 4 8 

20 0.024 0.015 0.012  0.163 0.273 0.123  0.245 0.314 0.202  0.207 0.468 0.340 
50 0.027 0.032 0.032  0.251 0.423 0.210  0.352 0.514 0.320  0.563 0.713 0.377 n 

100 0.030 0.022 0.055  0.476 0.557 0.493  0.533 0.610 0.440  0.913 0.824 0.382 
 

Su et al. (2005)指出右方設限資料的最

大概度檢定法其顯著水準相當小，尤其在

低設限率時，很容易接受虛無假設，其主

要原因是由於模式中的參數將訊息吸收

了。本文以區間設限取代右方設限，模擬

結果顯示，當 n大且 0.5p = 時，區間設限

資料的最大概度檢定法 MLE(IG)及無母數

方法 NON(I)之檢定力表現較佳，而 NON(I)
在區間半徑低、中時的表現比大區間半徑

的表現為佳，整體來看，無母數方法仍較

為穩健。 
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