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第一章  導論 
 

融熔合金的固化研究，不僅是個重要的物理現象，在科技應用也相當廣泛，

例如：地球科學的研究、冶金鑄造、晶體成長的技術等等。此外，固化現象所牽

涉到的領域也相當廣泛，包括材料科學、固體力學、熱力學、熱傳學、流體力學

等等。相關研究的主要目的在於了解固化現象的物理機制，以及固化前後物質結

構的改變，因為物質的組成和結構對材料的機械性質有很大的影響。所以在工業

上，精準控制固化過程，才能達到改進材料的微結構及機械性質的目的。 

 

1-1 基本相變化問題 

 

處理相變化的問題，最早是由 Stefan 所提出的[1]，故所有有關相變化的問

題，都統稱為＂Stefan  problem＂。相變化的過程中，相界位置無法事先預知，

只能由統御方程式、邊界條件、界面條件求出，故又稱為移動邊界問題(moving 

boundary problems)[2]。由於在界面上會牽涉到潛熱的釋放、溶質的偏析

(segregation)、相界的移動，使得原本簡單的線性偏微分統御方程式，變成具有

非線性邊界條件的複雜問題，故鮮少有解析解的存在。科學界最常處理的相變化

主要有三類：(a) 固相的相變化、(b) 氣相凝結、(c) 固化現象。 

 

(a) 固相的相變化：固體合金成份大多有兩種以上，成分間會形成不同的金屬構

造，不同的構造即為不同的相，雖然組成相似，但機械性質卻不同；可藉由

熱處理等加工方法，將原本的相轉換成另ㄧ個相[3]，廣泛應用在現今的冶

煉技術。 

 

(b) 氣相凝結：氣相物質釋放潛熱，轉換成液相，稱為凝結(condensation)。氣
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體溫度降到液化溫度時，通常不會開始凝結，而形成過冷氣體，此時會開始

液滴成核(nucleation)[4]，之後液滴才會成長，並凝結成液體；凝結現象

在科學和工業界中應用相當廣泛，諸如大氣科學、冷凍空調、蒸汽渦輪機等。 

 

(c) 固化現象：本研究為合金固化的研究，固化基本現象將在下一節介紹。 

 

1-2 固化現象 

 

固化問題基本上可分成兩種：純物質固化和合金固化。相較於合金，純物質

固化在數學上處理比較簡單，但是解析解(analytical solution)仍只存在於簡單的一

維固化問題[5,6,7]，複雜的一維或是二維以上的固化現象，往往只能藉助於數值

方法。雖然藉由純物質的固化研究，可探討出許多固化的基本物理現象，如鑄模

溫度變化對熔液固化界面成長的影響[6,7]、簡單預測 ERS 系統的固化現象[8]

等，但金屬的機械性質主要取決於溶質成分，以純物質作為研究的介質，應用範

圍較狹隘。 

 

自然界或工業界中大部分要處理的問題都是混合物或合金，如海水凝固、熔

岩固化、合金鑄造等。相對於純物質的固化是發生在固定的凝固溫度，合金固化

則取決於界面濃度，由圖(一)看出；當熔液的界面濃度為 LIC ，固化溫度為 IT ，

相對應的界面固相濃度為 SIC ，若 SIC 小於 LIC ，固化時會使部分溶質從固相中析

出，使液相界面濃度些微上升，形成一個溶質富有區(solute-rich layer)，後續的

固化將發生在較低的溫度(小於 IT )，於是導致合金的固化現象是發生在一個溫度

範圍內，此即為合金的偏析固化現象。在溶質富有區內，溶質濃度偏高，若是液

相界面溫度梯度低於液相界面溶質梯度，則會產生成份過冷(constitutional 

supercooling) 現 象 ， 造 成 此 區 域 的 型 態 不 穩 定 (morphological 
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instability)[9,10,11]，而使界面長出樹枝狀結構(dendrites)[11]，且在微觀

上，成分過冷區域容易發生成核(nucleation)，進而在固化界面處產生泥狀區

(mushy zone)。泥狀區為高濃度的溶質、晶核、微結構所組成，其性質有別於固

液兩相，故許多文獻都會對此區域另做討論[12,13, 14,15]；泥狀區存在許多樹枝

狀結構(dendrites)所造成的微流道與孔隙，微小的晶核和高濃度液體可在空隙

或微流道內緩慢流動，故可視為多孔物質(porous material)；一般來說，金屬

的熱擴散係數非常大，故泥狀區內的熱傳現象主要是以傳導(conduciton)為主，

對流(convection)傳熱較不顯著，但是因為溶質擴散係數非常小，所以溶質是以

對流為主要傳輸機制[16]。 

 

1-3 對流效應對固化的影響 

 

固相區的熱質傳輸只有單純傳導作用，但液相區除了傳導，對流亦是熱質傳

輸的主要效應。有許多實驗和理論顯示，自然對流除了改變界面形狀[17,18, 

19]、系統的溫度和濃度場以外，還會影響微觀界面上的樹枝狀結構和微流道的

特性[20,21,22,23,24]。若不考慮強制對流效應(攪拌熔液等)，導致固化的自然對

流的主要原因為：溫度梯度、溶質梯度、固液相密度差。物質的密度會隨著溫度

和溶質濃度的不同而改變，所以溫度和濃度梯度會在液相區內引發浮力效應而流

動；固液密度差亦會在固化時，造成熔液流向或流離界面的趨勢，若是固相密度

大於液相，則熔液會往界面方向移動(shrinkage induced solidification)；工

業上，處理較多金屬固化的問題，大部分的金屬的 Prandtl number 非常小，使

得以往的固化問題研究，大多簡化成熱傳導問題來處理，實際上，對流效應對於

材料結構和成分，具有相當程度的影響，但若要深入探討對流效應對合金固化的

影響，將使系統擴展到二維或三維，使得整個固化現象變的相當複雜而難以處

理。本文主要是探討合金ㄧ維固化的偏析現象，故只分析固液密度差所造成的熔
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液對流對固化的影響。由於物質固相和液相的密度通常差異不大，傳統上處理

Stefan Problem都會忽略相變化所導致的對流效應，但有研究顯示固液密度差所導

致的對流，使界面成長速率改變，且會導致氣泡在熔液的流動，影響金屬的機械

性質[25]。藉由適度的空間和時間的變數轉換，可以將原本密度差所導致的對流

效應，轉換成沒有對流項的統御方程式[26]，即傳統的一維固化問題。本文擬採

取這種方法來討論對流效應的影響。 

 

1-4 動態效應(kinetic effect)對固化的影響 

 

固化速率尚取決於界面溫度的過冷度(degree of undercooling)。假設界面溫度

為 IT ，合金的的凝固溫度為 M LIT mC+ ，m 為液化線斜率(liquidus slope)。當

I M LIT T mC= + 時，界面處於動力平衡(dynamic equilibrium)，換句話說，分子黏

附於表面和脫離表面的速率相同；當 I M LIT T mC< + ，界面分子間的鍵結力變的

更強，固化的速率隨之增加，增加量大致為 ( )M LI IT T mC T∆ = + − 的函數。然而

當 T∆ 變得更大時，液相分子的運動又會變得遲滯，因而導致固化速率下降[27]，

如圖(二)所示。 

 

動態固化效應並非單純的由界面的過冷度就可以決定，要考慮的因素其實很

多，是個相當複雜的關係式[28]。且液相會依照晶格排列凝結成固相，因此固化

界面存在方向性，而動態效應對於不同方向的影響亦不同，由[29,30]的報告，

動態效應越強的方向，越不容易發生型態不穩定。但本文為一維系統，不考慮界

面的方向性。且為了簡化起見，採用如圖(二)的模型。當界面的過冷度不大時，

可以採用以下的近似式： 

( ); 0M LI IV T mC Tµ µ= + − >  

其中μ為動態效應係數(kinetic coefficient)。受到動態效應的影響，界面溫度會低
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於平衡溫度 MT ，稱之為動態過冷效應(the effect of kinetic undercooling)，此時界

面溫度為： 

1
I M LIT T mC Vµ−= + −  

本文以此界面溫度探討動態效應對溶質偏析效應的影響。 

 

1-5 多重根現象 

 

早在 1970 年，D .E .Coates等人發現在等溫三元合金(isothermal ternary alloy)

的相變化過程中[31]，雙相質傳偶(two-phase diffusion couple)存在著多重根

(multiple roots)，而 P. Maugis [32]更進一步的描述多重根的現象，相變化也因為

多重根的關係，而存在多種路徑。接著 S. R. Coriell等人發現二元合金(binary 

alloy)[33]的相變化，亦存在多重根現象。而 S. R. Coriell等人在[33]所做的結論：

多重根發生的原因可能和 t = 0時，固液相的溫度、濃度場不連續的情形有關，

也就是說 t = 0時，兩相處於不平衡狀態，當傳輸現象發生時(t > 0)，為了要在瞬

間使界面的溫度、濃度場平衡，所以才發展出 similarity solution，而這種解可能

會包含不只一種情況滿足統御方程式，這就是多重解(multiple similarity solutions)

的來源，為了釐清這種現象，在剛固化發生的瞬間，考慮界面動力效應(interface 

kinetics)，如此打破固液界面平衡[34]，使初始固化速率是有限的，結果發現只

有一個根符合物理現象。本文則進一步加入對流效應，並輔以數值方法來驗證多

重根發生的區域，是否如[33,34]所預測的結果。 

 

1-6 研究動機 

 

合金固化現象不僅需要考慮熱傳方程式，尚需考慮溶質傳輸現象和適合偏析

固化的條件，分析上比純物質的固化困難許多，且合金性質大多為溫度、濃度、
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甚至界面成長速度[35]等的函數，使數學模式更加的非線性化。為了簡化數學模

式，將物質性質設為常數，忽略泥狀區，以簡單的固液兩相來模擬雙合金的固化，

並以數值方法輔助研究。本文著重在雙合金固化的偏析效應，以往固化問題大多

沒有考慮到動態效應對於固化的影響，且存在解析解的雙元合金固化大多侷限於

無限域、半無限域或質傳擴散係數為無限大的的特殊狀況[14,24,33]，鮮少對於

有限區域的雙合金固化問題作理論研究。然而工業上的應用，大多為有限厚度的

冶金鑄造，邊界效應必定對固化後的金屬成分影響甚鉅，進而改變材料的機械性

質，故有必要研究討論。 

 

此外，最常採用的簡化物理模式為無限域中，一維的平面固化現象，這在過

去已經有充分的研究，相似解(similarity solution)的存在更確立了固化界面的成長

和時間的關係 ( )t∝ ，然而這麼一個簡化的問題，卻依然存在以下三個未能令人

信服且未解決的疑點： 

 

(1) 無偏析現象的存在。 

(2) 固化界面的成長存在多重(三重)解。 

(3) 只存在動力不穩定(dynamic instability)而無型態不穩定(morphological  

instability)。 

 

雖然上述問題看似純學術上的探討，然而若能確實解答以上疑點，才能夠真

正的了解雙元合金的固化機制，也才能提供工業界更多資訊。此外，過去固化問

題的研究，皆忽略了固液兩相所引發的對流效應，此效應雖然微小，但忽略它的

存在有可能在數學上增加了解的自由度，也可能是導致多重根存在的原因，因此

本文將進一步加以探討。 
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第二章  基本假設、數學模式與相似解 
 

2-1 基本假設 

 

固化本身是個相當複雜的物理現象，若是將所有的因素考慮進來，研究將會

變得難以進行，主要的物理現象也不容易突顯出來，所以在研究之前，需先要做

以下的基本假設，使之能合理的簡化數學模式，又能清晰的顯現物理意義。本文

所做的基本假設如下： 

 

1. 液相區為不可壓縮之流體。 

2. 不考慮重力和伴隨的浮力效應。 

3. 固化界面為一平面，僅考慮一維的質、熱傳輸現象。 

4. 所有物理性質(如熱擴散係數或質傳係數等等)，皆為常數，不隨溫

度或濃度而改變。 

 

2-2 統御方程式 

 

本文考慮的物理模式為：有一不可壓縮之二元合金熔液充滿在 x > 0 空間

中，熔液的初始溫度和初始濃度分別為 ( ,0)L LT x T ∞= 和 ( ,0)L LC x C ∞= 。固化發生

時，固相和液相會被固化界面區分；假設固化界面為一個平面，往 x > 0方向成

長，位置以 S(t) 表示，移動速度為 ( )dS t dt，均為時間的函數。本文分別以下

標 S和 L分別代表固相和液相的物理性質。所採用的座標系統與簡化物理模式如

圖(三)所示。 
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不考慮由固液相密度差所引發的對流效應時，統御方程式為簡單的擴散方程

式： 

 

(I) 固相區： 
2

2
S S

S
T T
t x

α∂ ∂
=

∂ ∂
                                                 (1a) 

2

2
S S

S
C CD
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                (1b) 

(II) 液相區： 
2

2
L L

L
T T
t x

α∂ ∂
=

∂ ∂
                                                 (1c) 

2

2
L L

L
C CD
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                (1d) 

 

其中 T為系統溫度，C為系統濃度，t為時間，x為系統位置，α為熱擴散係數，

D為溶質擴散係數。 

 

固化界面為移動邊界，在邊界上會牽涉到潛熱( latent heat Lv )的釋放和溶質

的分離 ( segregation )。此外，固化界面的溫度不僅會受到溶質濃度的影響，也

會受到到表面張力和動態固化效應的影響。茲將界面條件表示如下： 

 

( )( )

( ) S L
v s L

x S tx S t

T TdS tL K K
dt x x ==

∂ ∂
= −

∂ ∂
                               (2a) 

 ( ) ( )
( )( )

( )1 S L
LI s L

x S tx S t

C CdS tk C t D D
dt x x ==

∂ ∂
− = −

∂ ∂
                      (2b) 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2 2S L M LI Mx S t x S t

y z VT T T mC t T
x x µ= =

⎛ ⎞∂ ∂
= = + + Γ + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

                (2c) 

( )( )L LIx S t
C C t

=
=                                                (2d) 

( )( )S LIx S t
C kC t

=
=                                                (2e) 
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其中 ( )V dS t dt= 為界面移動速度； LIC 為界面濃度；K為熱傳導係數；k為分離

係數(segregation coefficient)；m 為液化線斜率(liquidus slope)；Γ為表

面張力；
2 2

2 2

y z
x x

⎛ ⎞∂ ∂
+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

為界面的曲率；μ為動態效應係數(kinetic coefficient)。(2c)

為加入表面張力和動態效應(kinetic effect)的非平衡界面條件(dynamic 

nonequilibrium)。表面張力和動態效應通常都很小，因此(2c)可簡化成： 

 

( ) ( )S L M LIx S t x S t
T T T mC

= =
= = +                                       (2f) 

 

本文在求得解析解的過程，就是利用(2f)的條件。 

 

2-3 無限域的固化現象 

 

圖(三)為無限域固化的示意圖，統御方程式和界面條件分別如 (1a) - (1d) 、

(2a) - (2f)，假設在 t = 0 時，x < 0 為半無限域的固態雙元合金，x > 0 為半無

限域的液態雙元合金，其初始及邊界條件如下所示： 

初始條件： 

 ( ) ( )0 ; ,0 , ,0S S S St T x T C x C∞ ∞= = =                             (3a) 

( ) ( )0 ; ,0 , ,0L L L Lt T x T C x C∞ ∞= = =                             (3b) 

邊界條件： 

 ; ,S S S Sx x
x T T C C∞ ∞→−∞ →−∞
→ −∞ = =                            (3c) 

; ,L L L Lx x
x T T C C∞ ∞→∞ →∞
→∞ = =                              (3d) 
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在 t > 0 的瞬間，固相區和液相區接觸，固化開始發生，假設固化界面為

一平面，固化過程皆處於動力平衡(dynamic equilibrium) µ →∞，同時忽略表面

張力，此時可解得相似解(similarity solution)[4]： ( ),ST x t 、 ( ),SC x t 、 ( ),LT x t 、

( ),LC x t ，但尚餘兩個未知數，即界面液相濃度 ( )LIC t 和界面速度 ( )S t tλ= ，

其中λ為固化界面成長係數(parabolic growth rate constant )；這兩個未知數可由

界面條件(2a)和(2b)求得。 

 

計算過程如下： 

 

令一個相似變數(similarity variable)： 

x tη =  

利用此變數將統御方程式轉換成常微分方程式： 

2

2 0
2

S S

S

d T dT
d d

η
η α η

+ =  

 

於是可求得相似解： 

2 2

2

2

0
2 2 2 4

4

2

S S S

S S S S

S

S

S
S

d T dT dTdExp d Exp d Exp
d d d d

dT AExp
d

T AErf B

η η η ηη η
α η α α η η α η

η
η α

η
α

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

 

 

配合邊界條件： 

:

:
S Sx

S M LI

x T T

T T mCη λ
∞→−∞

⎧ → −∞ =⎪
⎨

= = +⎪⎩
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解得： 

2
( )

2

S
S S M LI S

S

xErfc
t

T T T mC T
Erfc

α

λ
α

∞ ∞

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠= + + −
⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

                            (4a) 

，同理： 

2
( )

2

S
S S LI S

S

xErfc
D t

C C kC C
Erfc

D
λ

∞ ∞

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠= + −
⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

                               (4b) 

2
( )

2

L
L L M LI L

L

xErfc
t

T T T mC T
Erfc

α

λ
α

∞ ∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= + + −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                             (4c) 

2
( )

2

L
L L LI L

L

xErfc
D t

C C C C
Erfc

D
λ

∞ ∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= + −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                 (4d) 

 

界面位置為 ( )S t tλ= ，界面速度
( )

2
dS t

dt t
λ

= ，將(4a)-(4d)在 x=S(t)處對 x

取微分可得： 

 

2( )

( )

42

S M LI S

x S t
S

SS

T T mC T
x

tErfc Expλ λπα αα

∞

=

∂ + −
=

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2
( )

( )

2 4

L M LI L

x S t
L

L L

T T mC T
x

tErfc Exp λλπα
α α

∞

=

∂ + −
= −

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
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2
( )

( )

2 4

S LI S

x S t
S

S S

C kC C
x

D tErfc Exp
D D

λλπ

∞

=

∂ −
=

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2
( )

( )

2 4

L LI L

x S t
L

L L

C C C
x

D tErfc Exp
D D

λλπ

∞

=

∂ −
= −

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

將以上方程式代入(2a)和(2b)： 

 

22

( ) ( )
2

4 22 4

v s M LI S L M LI L

LS
S LS L

L K T mC T K T mC T

Erfc ExpErfc Exp

λ
λλλ λ παπα α αα α

∞ ∞+ − + −
= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

  

                                                                 (5a) 

( )
22

( )1 ( )
2

22 44

s LI SLI L LI L

LS LS

D kC Ck C D C C

Erfc ExpErfc Exp
DD DD

λ

λλ λλ ππ

∞ ∞−− −
= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

                                                                 (5b) 

 

由(5a)和(5b)可聯立解得 LIC 和λ。 

 

 若為純物質的固化現象，只需除去所有的濃度項即可。解析解為： 

 

2
( )

2

S
S S M S

S

xErfc
t

T T T T
Erfc

α

λ
α

∞ ∞

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠= + −
⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                  (6a) 
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2
( )

2

L
L L M L

L

xErfc
t

T T T T
Erfc

α

λ
α

∞ ∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= + −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                   (6c) 

 

固化界面成長係數λ則可由以下的關係式求得： 

 

22

( ) ( )
2

4 22 4

v s M S L M L

LS
S LS L

L K T T K T T

Erfc ExpErfc Exp

λ
λλλ λ παπα α αα α

∞ ∞− −
= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

   

                                                                  (7) 

 

本文雖然旨在探討一維合金的固化現象，但是由於考慮到動態效應和有限域

邊界的影響，導致簡化後的統御方程式仍然不存在解析解，此時需藉助於數值方

法。本文所採用的數值方法將於第四章介紹，而本節所求得的相似解則做為數值

計算的比較基準，探討動態效應及有限域的邊界效應對固化現象的影響。 
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第三章 動態效應對合金固化偏析的影響 

 

本節以第二章所求得到的相似解為基礎，探討動態效應對二元合金固化現象

的影響。 

 

3-1 擾動方程式 

 

相似解之所以會存在，其中原因之ㄧ是因為在一維的固化過程中，忽略了動

態固化效應。但是當快速冷卻現象發生時，就要將動態效應(kinetic effect)考慮在

其中： 

LI SI M LIT T T mC V µ= = + −                                         (8) 

 

由於動態效應只有在 0<t<<1 的起始時間內才非常顯著，隨著固化的進行，

動態效應就越小，且遞減的非常快速。因此，將V µ視為一微擾量，並將所有的

變數，以下列的修正式來表示，以方便探討動態效應對固化速率和偏析的影響。

即令： 

( ) ( ) ( )0 1, , + ,i i iT x t T x t T x t=                                            (9a) 

( ) ( ) ( )0 1, , + , ; ,i i iC x t C x t C x t i S L= =                           (9b) 

( ) ( ) ( )0 1S t S t S t= +                                                  (9c) 

( ) ( ) ( ) ( )0 1dS t dS t dS t
V t

dt dt dt
= = +                                        (9d) 

 

其中右上標＂０＂為第零階(zeroth-order)，暫不考慮動態效應的解；右上標＂

１＂為第一階(first-order)，受動態效應 V/μ影響的微擾解。 
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 而界面條件可改寫成如下所示： 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 1

0 0 1 1

( )

, , , ,

v

S L S L
s L s L

x S t

dS t dS t
L

dt dt

T x t T x t T x t T x t
K K K K

x x x x
=

⎡ ⎤
+⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂

= − + −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

          (10a) 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 1

0 0 1 1

( )

, , , ,

L SS t S t

S L S L
s L s L

x S t

dS t dS t
C C

dt dt

C x t C x t C x t C x t
D D D D

x x x x
=

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂

= − + −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

         (10b) 

( ) ( )
( ),S L M L x S t

dS t
T T T mC x t

dt
µ

=
= = + −                                (10c) 

( ) ( )
,S L x S t

C k C x t
=

=                                                 (10d) 

( ) ( )
,L L x S t

C C x t
=

=                                                  (10e) 

 

將式子(9)代入式子(1)(2)(3)，則可拆解成 zeroth-order 和 first-order

的統御方程式和邊界條件。zeroth-order 的方程式及邊界條件如下所表示： 

 

固相區： 

( ) ( )0 2 0

2

, ,S S
S

T x t T x t
t x

α
∂ ∂

=
∂ ∂

 

( ) ( )0 2 0

2

, ,S S
S

C x t C x t
D

t x
∂ ∂

=
∂ ∂

 

 

液相區：  

( ) ( )0 2 0

2

, ,L L
L

T x t T x t
t x

α
∂ ∂

=
∂ ∂

 

( ) ( )0 2 0

2

, ,L L
L

C x t C x t
t x

α
∂ ∂

=
∂ ∂
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邊界條件： 

( )
( )

0

0

lim ,

lim ,

S Sx

S Sx

T x t T
x

C x t C

∞→−∞

∞→−∞

⎧ =⎪→ −∞⎨
=⎪⎩

 

( )
( )

0

0

lim ,

lim ,

L Lx

L Lx

T x t T
x

C x t C

∞→∞

∞→∞

⎧ =⎪→∞⎨
=⎪⎩

 

界面條件： 

( )

0 0 0

0

0

0 00

0 00
01

SI LI M LI

L LI

S LI

s L
v s L

s L
LI s L

T T T mC

C C

C kC

T TdSL K K
dt x x

C CdSk C D D
dt x x

= = +

=

=

∂ ∂
= −

∂ ∂
∂ ∂

− = −
∂ ∂

 

亦即為不考慮動態效應的方程式和邊界條件。其解正如上一章求得的相似解。

First-order 的方程式和邊界條件為： 

 

固相區： 

( ) ( )1 2 1

2

, ,S S
S

T x t T x t
t x

α
∂ ∂

=
∂ ∂

                                           (11a) 

( ) ( )1 2 1

2

, ,S S
S

C x t C x t
D

t x
∂ ∂

=
∂ ∂

                                          (11b) 

液相區：  

( ) ( )1 2 1

2

, ,L L
L

T x t T x t
t x

α
∂ ∂

=
∂ ∂

                                           (11c) 

( ) ( )1 2 1

2

, ,L L
L

C x t C x t
t x

α
∂ ∂

=
∂ ∂

                                          (11d) 

邊界條件： 

 

( )
( )

1

1

lim , 0

lim , 0

Sx

Sx

T x t
x

C x t
→−∞

→−∞

⎧ =⎪→ −∞⎨
=⎪⎩

                                           (12e) 
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( )
( )

1

1

lim , 0

lim , 0

Lx

Lx

T x t
x

C x t
→∞

→∞

⎧ =⎪→∞⎨
=⎪⎩

                                             (12f) 

 

將 0
ST 、 0

LT 、 0
SC 、 0

LC 、 ( )0S t 代入(10)，並將高階項忽略整理得 first-order

的界面條件(詳細推導過程請參照附錄(A))： 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
0 0

1 1 1 1

1

, ,S L
v s L

x S t x S t

dS t T x t T x t S t
L K K B

dt x x t
= =

∂ ∂
= − −

∂ ∂
              (13a) 

 

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
0

0 0

1
1 0

1 1 1

2

(1 ) , (1 )
2

, ,

L LI
x S t

S L
s L

x S t x S t

dS t
k C x t k C

dtt

C x t C x t S t
D D B

x x t

λ

=

= =

− + −

∂ ∂
= − −

∂ ∂

                   (13b) 

 

( )
( )

( )
( )

( )
0 0

1
1 1

3, ,
2L Lx S t x S t

S t
T x t mC x t B

t t
λ
µ= =

= − −                            (13c) 

 

( )
( )

( )
( )

( )
0 0

1
1 1

4, ,S Lx S t x S t

S t
T x t T x t B

t= =
= −                                (13d) 

 

( )
( )

( )
( )

( )
0 0

1
1 1

5, ,S Lx S t x S t

S t
C x t k C x t B

t= =
= −                                (13e) 

 

其中 B１、B２、B３、B４、B５均為常數： 

 

1 22

( ) ( )

22 4 22 4

s M LI S L M LI L

L LS S
S LS L

K T mC T K T mC TB
Erfc ExpErfc Exp

λ λ
λλλ λ α παα πα α αα α

∞ ∞+ − + −
= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
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2 22

( ) ( )

22
22 44

LI S LI L

LS
LS LS

kC C k C CB
D Erfc ExpD Erfc Exp

DD DD

λ λ
λλ λλ ππ

∞ ∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 

3 2 2

( ) ( )

2 24 4

LI L M LI L

L L
L LL L

m C C T mC TB
D Erfc Exp Erfc Exp

D D
λ λλ λπ πα

α α

∞ ∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥

− + −⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 

4 2 2

( )( )

42 24

M LI SM LI L

L S
SL SL

T mC TT mC TB
Erfc Exp Erfc Expλλ λ λπα πα αα αα

∞∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥

+ −+ −⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 

5 22

( ) ( )

22 44

LI S LI L

LS
LS LS

kC C k C CB
D Erfc ExpD Erfc Exp

DD DD
λλ λλ ππ

∞ ∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 

由(11)和(12)可解出動態效應對固化的擾動量，但由於數學式子過於複雜，

求解不易，故本文對此只做定性分析。 

 

3-2 定性分析 

 

(A) 微小時間尺度效應(Short Time Solution)： 

 

由(11)(12)(13)式可知，動態效應在固化起始的短時間內十分顯著，改變了
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原本的平衡關係式，相似解因而不復存在，導致界面成長速率改變，界面溶質析

出速率和溶質擴散速率也隨著改變，於是產生偏析效應；下一章，將以數值方法

定量分析動態效應對界面成長和溶質偏析的影響。 

 

(B) 長時間尺度效應(Long Time Solution)： 

 

若是固化發生很長一段時間，t>>0，界面條件可簡化成： 

( ) ( )
( )

( )
( )0 0

1 1 1, ,S L
v s L

x S t x S t

dS t T x t T x t
L K K

dt x x
= =

∂ ∂
≈ −

∂ ∂
                      (14a) 

( ) ( )
( )

( )
( )0 0

1 1 1
0 , ,

(1 ) S L
LI s L

x S t x S t

dS t C x t C x t
k C D D

dt x x
= =

∂ ∂
− ≈ −

∂ ∂
             (14b) 

( )
( )

( )
( )0 0

1 1, ,L Lx S t x S t
T x t mC x t

= =
≈                                         (14c) 

( )
( )

( )
( )0 0

1 1, ,S Lx S t x S t
T x t T x t

= =
≈                                         (14d) 

( )
( )

( )
( )0 0

1 1, ,S Lx S t x S t
C x t k C x t

= =
≈                                      (14e) 

配合擾動項的統御方程式和式子(12)，可解出當 t>>0 時： 

( )1S t δ≈                                                         (15a) 

( )1 , 0ST x t ≈                                                      (15b) 

( )1 , 0LT x t ≈                                                      (15c) 

( )1 , 0SC x t ≈                                                      (15d) 

( )1 , 0LC x t ≈                                                      (15e) 

也就是說，即使考慮動態效應，最後的解仍會收斂到相似解的結果。不過由於動

態效應的影響，會導致界面位置和無動態效應的結果相差一個微小常數值δ。 
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第四章 數值方法 
 

 文獻上有許多介紹固化的數值方法[37]，但是常用的數值方法，有以下二種

模式。 

 

(a) 熱焓模式： 

以熱焓或溫度作為獨立變數[38]，將物質的潛熱當作熱焓一部分，如此

可將整個系統當作單一相處理，而不必考慮到固液界面能量守恆方程式。此

模式的優點在於：不必追蹤固液界面的移動位置，因此在數學處理上較簡

單。當相變化發生在格點間時，可根據熱焓模式計算格點內液體與固體的比

例，求出固化界面的位置。此模式的缺點在於：將固化界面所在格點區間內

的溫度分佈設為線性，易造成誤差。 

 

Voller 等人進一步提出 enthalpy porosity 的方法[39,40,41,42]，此法

是根據熱焓模式所改良的方法：假設發生相變化的控制體積(control 

volume)，是由孔狀物質(porous material)構成，物質穿透性(porosity)

為熱焓的函數，流體在孔狀物的流動可由 Darcy＇s Law 求出，加上液相區

的 Navier-Stokes＇ Equation，如此就可將系統的流動狀況連續起來；此

法可模擬泥狀區的現象。 

 

(b) 連續追蹤相界模式： 

 

W. D. Murray和 F. Landis[43]最早將固化系統分區計算，精確計算出界

面位置在格點間的相對位置，Rao 和 Sastri [44]等人進一步提出連續追蹤

相界方法。此法將系統分成三個區域：遠離相界區、鄰近相界區、界面；遠



 

21
 

離相界區為一般統御方程式的差分式；鄰近相界區為符合相界所改良統御方

程式的差分式；界面則由界面條件的差分式連接固相區和液相區；如此可在

每一個計算時間點，持續追蹤相界位置，且更精準計算界面溫度梯度的不連

續和鄰近界面的溫度場變化。 

 

本研究由於牽涉到固化界面的移動，界面上有能量的釋放和溶質的析出。為

了更精準計算界面的物理量，且不考慮泥狀區，本文擬採用連續追蹤相界模式，

將系統區域分成三部份：(a)遠離相界區域、(b)鄰近相界區域、(c)界面，同時

加入溶質傳輸和動態效應，並結合 S.V.Patanka[45]的數值方法計算一維合金固

化；由於計算系統中，熱擴散和溶質擴散係數差異極大，導致傳統數值格點取法

會造成計算的誤差，故本文將計算熱傳和質傳的格點分開計算，提高合金的溶質

傳輸計算精度，並以解析解的結果作為比較。 

 

4-1 差分式推導 

 

差分式是採用格點分率推算出來的。首先，選出離固化界面最近的格點，並

令此格點編號為Ｐ，如圖(四)所示。以此格點為基準，決定格點分率β；若是固

化界面大於Ｐ點，則格點分率β為正；反之則為負；格點分率的大小範圍為： 

-0.5＜β≦0.5 

由於每個格點大小並不相同，所以在β＞０和β＜０的情況，差分式會有所不

同。以下推導β＞０的差分式。 

 

(a) 遠離相界區域為一般統御方程式的差分式[39]： 
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( ) ( ) ( )

1 1
1 1

1 1

1 1
1 11 1 1

1 1

2

1 1
1

2

i i i i
i i ij j j

i j i i i

i i i i
i i ij j j

i i i j i

x x x xf fT f T T
x t x x x

f fx x x xT f T T
x x x t x

α

α

+ +
− +

+ +

+ +
− +− − −

+ +

⎡ ⎤∆ + ∆ ∆ + ∆
− + +⎢ ⎥

∆ ∆ ∆ ∆ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤− −∆ + ∆ ∆ + ∆

= − + − − −⎢ ⎥
∆ ∆ ∆ ∆ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦

      (16) 

 

其中，f為權重係數(weighting factor)，大小為 0≦f≦1， ix∆ 為第 i個格點間

距大小値， i j
T 為現在時間點 j待求的第 i個格點的溫度，

1i j
T

−
為過去時間點 j-1

已知的第 i個格點的溫度。 

 

(b) 鄰近界面的統御差分式則略有不同，推導如下： 

 

由泰勒展開式，推導鄰近界面液相區的溫度變化差分式： 

( )
22

2 3
2 1 2 2

1 1 2
p

P P p
P P

xT TT T x O x
x x

+
+ + +

+ +

∆∂ ∂
= + ∆ + + ∆

∂ ∂
                       (17) 

( ) ( )
2

2
1 3

1 1 2
1 1

(1 )
, (1 )

2
p

L P pI
P P

xT TT x t T x O x
x x

β
β +

+ +
+ +

⎡ ⎤− ∆∂ ∂ ⎣ ⎦= − − ∆ + + ∆
∂ ∂

       (18) 

將
2 2

1 2(17) (1 ) (18)p px xβ + +⎡ ⎤× − ∆ − ×∆⎣ ⎦ 得： 

( )

( )

2

1 1 2 1

2 1 1 2
1 2

1 2 2 2 1

,
(1 ) (1 )

(1 ) (1 )
(1 ) (1 )

p
L I

P p p p

p p p
P P

p p p p p

xT T x t
x x x x

x x x
T T O x

x x x x x

β β

β β
β β

+

+ + + +

+ + +
+ +

+ + + + +

∆∂
= −

∂ ⎡ ⎤− ∆ ∆ + − ∆⎣ ⎦
∆ − − ∆ − ∆

+ + + ∆
− ∆ ∆ ⎡ ⎤∆ ∆ + − ∆⎣ ⎦

        (19) 

將 1 2(17) (1 ) (18)p px xβ + +× − ∆ + ×∆ 得： 

( )

( )

2

2
1 2 11

1 2
1 2 2 1 2

2 ,
(1 ) (1 )

2 2
(1 ) (1 )

L I
p p pP

P P
p p p p p

T T x t
x x x x

T T O x
x x x x x

β β

β β

+ + ++

+ +
+ + + + +

∂
=

∂ ⎡ ⎤− ∆ ∆ + − ∆⎣ ⎦

− + + ∆
− ∆ ∆ ⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦

           (20) 
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同理，推導鄰近界面固相區的溫度變化差分式： 

( )
22

1 3
2 1 1 2

1 1 2
p

P P p
P P

xT TT T x O x
x x

−
− − −

− −

∆∂ ∂
= − ∆ + + ∆

∂ ∂
                        (21) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 3

1 1 2
1 1

,
2

p p
S P p pI

P P

x xT TT x t T x x O x
x x

β
β +

− +
− −

∆ + ∆∂ ∂
= + ∆ + ∆ + + ∆

∂ ∂
    (22) 

將 ( )2 2
1 1(21) (22)p p px x xβ + −× ∆ + ∆ − ×∆ 得： 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1 11
2 1

1 1 11 1 1

1 2

1 1 1

,

p p pp p
P P

P p p pp p p p

p
S I

p p p p p

x x xx xT T T
x x x xx x x x

x
T x t O x

x x x x x

ββ

ββ

β β

− ++
− −

− − +− − +

−

+ − +

⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆∆ + ∆∂ ⎣ ⎦= − −
∂ ⎡ ⎤ ∆ ∆ + ∆∆ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

∆
+ + ∆

⎡ ⎤∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

 

                                                                 (23） 

將 ( )1 1(21) (22)p p px x xβ + −× ∆ + ∆ + ×∆ 得： 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2 12
1 11 1 1 1

1 1 1

2 2

2 ,

P P
p p pP p p p p

S I
p p p p p

T T T
x x x xx x x x

T x t O x
x x x x x

ββ

β β

− −
− +− − + −

+ + −

∂
= −

∂ ⎡ ⎤ ∆ ∆ + ∆∆ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

+ + ∆
⎡ ⎤∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

       (24) 

將(20)代入(1c)，求得鄰近液相區的差分統御方程式為： 

( )

( ) ( )

( )

1 2 1

1 2
1 2 2 1 2

1
1 2 1

1
1 2

2 ,
(1 ) (1 )

1 2 2
(1 ) (1 )

2 1
,

(1 ) (1 )

2 1 1
(1 )

L j I
j p p j p

P Pj j
j j p p p j p p

L j I
p p p

P j
p p j

f T x t
x x x

f fT T
t x x x x x

f
T x t

x x x

f
T

x x t

α
β β

α α
β β

α
β β

α
β

+ + +

+ +
+ + + + +

−
+ + +

+
+ +

⎡ ⎤− ∆ ∆ + − ∆⎣ ⎦
⎡ ⎤

− + +⎢ ⎥
∆ − ∆ ∆ ⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

−
−

⎡ ⎤− ∆ ∆ + − ∆⎣ ⎦
⎡ ⎤−

+ −⎢ ⎥
− ∆ ∆ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦

( )
21 1

2 1 2

2 1
(1 ) P j

p p p

f
T

x x x
α

β +− −
+ + +

−
−

⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦

       (25) 

 

同理，鄰近固相區的差分統御方程式可藉由(24)求得： 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 1
1 11 1 1

1 1 1

2 11 1
1 11 1 1

2 2 1

2 ,

2 1 2 1 1

2 1

P Pj j
jp j p pp j p p p

S j I
j p p j p p p

P Pj j
jp p pp p p p

f fT T
tx x xx x x x

f T x t
x x x x x

f f
T T

tx x xx x x x

f

α α
ββ

α
β β

α α
ββ

− −
− +− + −

+ + −

− −− −
− +− + −

⎡ ⎤
− +⎢ ⎥

∆⎡ ⎤ ∆ ∆ + ∆∆ ∆ + ∆ + ∆ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

+
⎡ ⎤∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

=

⎡ ⎤− −
− + −⎢ ⎥

∆⎡ ⎤ ∆ ∆ + ∆∆ ∆ + ∆ + ∆ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
−

−
( ) ( ) ( )1

1 1 1

,S j I
p p p p p

T x t
x x x x x

α

β β
−

+ + −
⎡ ⎤∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

  (26) 

 

(c) 以下標Ｉ表示界面上的物理量，推導液相區界面的溫度梯度差分式：  

( ) ( )
2

2
1 3

1 1 2

(1 )
, (1 )

2
pL L

P L pI
I I

xT TT T x t x O x
x x

β
β +

+ +

⎡ ⎤− ∆∂ ∂ ⎣ ⎦= + − ∆ + + ∆
∂ ∂

          (27) 

( ) ( )
2

2
1 2 3

2 1 2 2

(1 )
, (1 )

2
p pL L

P L p pI
I I

x xT TT T x t x x O x
x x

β
β + +

+ + +

⎡ ⎤− ∆ + ∆∂ ∂ ⎣ ⎦⎡ ⎤= + − ∆ + ∆ + + ∆⎣ ⎦∂ ∂

                                                                 (28) 

( ) ( )
2

1 1 2
2

1

, (1 )
(1 ) 2
p L pL I L

I p I

T T x t xT T O x
x x x

β
β

+ +

+

− − ∆∂ ∂
= − + ∆

∂ − ∆ ∂
                      (29) 

( ) ( )
2

2 1 2 2
2

1 2

, (1 )
(1 ) 2

P L p pI L

I p p I

T T x t x xTT O x
x x x x

β
β
+ + +

+ +

− − ∆ + ∆∂∂
= − + ∆

∂ − ∆ + ∆ ∂
            (30) 

將 1 2 1(29) (1 ) (30) (1 )p p px x xβ β+ + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤× − ∆ + ∆ − × − ∆⎣ ⎦ ⎣ ⎦可得： 

( )

( )

2
1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2
1 2

1 2 2 1 2

2(1 )
,

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )
(1 ) (1 )

p p pL
L I

I p p p p

p p p
p P

p p p p p

x x xT T x t
x x x x x

x x x
T T O x

x x x x x

β

β β

β β
β β

+ + +

+ + + +

+ + +
+ +

+ + + + +

⎡ ⎤− ∆ ∆ + ∆∂ ⎣ ⎦= −
∂ ⎡ ⎤− ∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ∆ + ∆ − ∆⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ − + ∆

− ∆ ∆ ⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦

       (31) 
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同理，推導固相區界面的溫度梯度差分式為： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 3

1 1 2

+
, +

2
p pS S

P S p pI
I I

x xT TT T x t x x O x
x x

β
β +

− +

∆ ∆∂ ∂
= − ∆ ∆ + + ∆

∂ ∂
        (32) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 1 3

2 1 1 2,
2

p p pS S
P S p p pI

I I

x x xT TT T x t x x x O x
x x

β
β + −

− + −

∆ + ∆ + ∆∂ ∂
= − ∆ + ∆ + ∆ + + ∆

∂ ∂

                                                                 (33) 

( )
( )

( ) ( )
2

1 1 2
2

1

, +
2+

S P p pS SI

I p p I

T x t T x xT T O x
x xx x

β

β
− +

+

− ∆ ∆∂ ∂
= + + ∆

∂ ∂∆ ∆
                    (34) 

( )
( )

( ) ( )
2

2 1 1 2
2

1 1

,
2

S P p p pS SI

I p p p I

T x t T x x xT T O x
x xx x x

β

β
− + −

+ −

− ∆ + ∆ + ∆∂ ∂
= + + ∆

∂ ∂∆ + ∆ + ∆
          (35) 

將 ( ) ( )1 1 1(34) (35) +p p p p px x x x xβ β+ − +× ∆ + ∆ + ∆ − × ∆ ∆ 可得： 

( )
( )

( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )

1 1 1
2 1

1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 2

2
1 1 1 1

+

+

2 2
,

+

p p p p pS
P P

I p p p p p p p

p p p p p
S I

p p p p p p

x x x x xT T T
x x x x x x x x

x x x x x
T x t O x

x x x x x x

β β

β β

β

β β

+ + −
− −

− + − − +

− − + −

− + + −

∆ ∆ ∆ + ∆ + ∆∂
= −

∂ ∆ ∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆ ∆

∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆
+ + ∆
∆ ∆ ∆ ∆ + ∆ + ∆

         (36) 

 

各區域的濃度的差分式和溫度的差分式形式一致，只需將溫度改寫成濃度即可。 

 

界面的溫度和濃度條件為： 

( ) ( ),L LI jI
C x t C t=                                                  (37) 

( ) ( ),S LI jI
C x t kC t=                                                  (38) 

( ) ( ) ( ) ( )1, j j
L M LI jI

j

S t S t
T x t T mC t

tµ
−−

= + −
∆

                                 (39) 

( ) ( ) ( ) ( )1, j j
S M LI jI

j

S t S t
T x t T mC t

tµ
−−

= + −
∆

                               (40) 
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由(37)~(40)引進了兩個未知數：界面位置 S和界面濃度 LIC ，將（37）~(40)帶

入(31)和(36)，再代入界面能量(2a)和質傳方程式(2b)，分別可得： 

 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2
1 1 1 1 11

1 1 1 1

11 1
1

1 1 1 1 1

2 2( ) ( )
+

+

+

s p p p j p p j jj j
v M LI j

j jp j p p j p p p

s p ps j p p p
P Pj

p j p p p p p p

K x x x x x S t S tS t S t
L f T mC t

t tx x x x x x

K x xK x x x
T T

x x x x x x x

β

µβ β

ββ

β β

− − + − −−

− + + −

++ −
−

− + − + −

⎧ ⎡ ⎤∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ −− ⎪= + −⎢ ⎥⎨∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆ + ∆ + ∆ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

′∆ ∆∆ + ∆ + ∆
− +

∆ ∆ ∆ ′∆ ∆ + ∆ + ∆

( ) ( ) ( )

2

2
1 2 2 1

1 2 1 2

1 2 1
1 2

1 2 2 1 2

2(1 )

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )
(1 ) (1 )

j

L j p p p j j
M LI j

jj p p j p p

L j p p L j p
p P jj

j p p p j p p

K x x x S t S t
T mC t

tx x x x

K x x K x
T T

x x x x x

β

µβ β

β β
β β

−

+ + + −

+ + + +

+ + +
+ +

+ + + + +

⎡ ⎤⎡ ⎤− ∆ ∆ + ∆ −⎣ ⎦+ + −⎢ ⎥
∆⎡ ⎤− ∆ ∆ − ∆ + ∆ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ∆ + ∆ − ∆ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦− + ⎬− ∆ ∆ ⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦ ⎭

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2
1 1 1 1 1 1 2

12
11 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1

2 2
1

+

+

+

s p p p j p p j j
M LI j

jp j p p j p p p

s j p p p s j p p
P j

p j p p p j p p

K x x x x x S t S t
f T mC t

tx x x x x x

K x x x K x x
T

x x x x x x

β

µβ β

β β

β β

− − − + − − −
−

−− − + − + −

− + − − +
− −

− − + − − +

+
⎪

⎧ ⎡ ⎤∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ −⎪− + −⎢ ⎥⎨ ∆∆ ∆ ∆ ∆ + ∆ + ∆ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆
− +

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ + ∆( )

( ) ( ) ( )

2 1
1

2
1 1 2 2 1 2

1
11 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1
1 1

1 1 2 2

2(1 )

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )
(1 )

P j
p

L j p p p j j
M LI j

jj p p j p p

L j p p L j p
p j

j p p p

T
x

K x x x S t S t
T mC t

tx x x x

K x x K x
T

x x x

β

µβ β

β β
β

− −
−

− + + + − −
−

−− + + − + +

− + + − +
+ −

− + + +

+ ∆

⎡ ⎤⎡ ⎤− ∆ ∆ + ∆ −⎣ ⎦+ + −⎢ ⎥
∆⎡ ⎤− ∆ ∆ − ∆ + ∆ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ∆ + ∆ − ∆⎣ ⎦ ⎣ ⎦− +
− ∆ ∆ ∆ 2 1

1 1 2(1 ) P j
j p p

T
x xβ + −

− + +

⎫⎪
⎬

⎡ ⎤− ∆ + ∆ ⎪⎣ ⎦ ⎭

                                                                 (41) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1
1

2
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1
1 2

1 1 1 1 1

1 1

2 2

+

+
C

+

j j
LI j LI j

j

s p p p j p p
LI j

p j p p j p p p

s j p p p s j p p
P Pj j

p j p p p j p p p

L

S t S t
k fC t f C t

t

D x x x x x
f kC t

x x x x x x

D x x x D x x
C

x x x x x x x

D

β

β β

β β

β β

−
−

− − + −

− + + −

+ − +
− −

− + − + −

−
⎡ ⎤− + −⎣ ⎦ ∆

⎧ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆⎪= ⎨
∆ ∆ ∆ ∆ + ∆ + ∆⎪⎩

∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆
− +

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ + ∆ + ∆

∆
+ ( )

( )

2
2 1 2

1 2 1 2

1 2 1
1 2

1 2 1 2 2

2
1 1 1

2(1 )

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )
C C

(1 ) (1 )

2 2
1

p j p p
LI j

j p p j p p

L j p p L j p
p P jj

j p p j p p p

s p p p j p

x x x
C t

x x x x

D x x D x
x x x x x

D x x x x
f

β

β β

β β

β β

β

+ + +

+ + + +

+ + +
+ +

+ + + + +

− − − +

⎡ ⎤+ − ∆ ∆⎣ ⎦
⎡ ⎤− ∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ∆ + ∆ − ∆ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦− + ⎬− ∆ ∆ ⎡ ⎤− ∆ + ∆ ∆ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∆ + ∆ ∆ + ∆
+ −

( )
( )( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1 1
1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 21 1

1 1 1 1 1 1 1

2
2 1 1 2

1 1

+

+
C

+

2(1 )

(1 )

p
LI j

p j p p j p p p

s j p p p s j p p
P Pj j

p j p p p j p p p

L p j p p

j p p

x
kC t

x x x x x x

D x x x D x x
C

x x x x x x x

D x x x

x x

β β

β β

β β

β

β

−
−

− − + − + −

− + − − +
− −− −

− − + − − + −

+ − + +

− + +

⎧ ∆⎪
⎨
∆ ∆ ∆ ∆ + ∆ + ∆⎪⎩

∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆
− +

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ + ∆ + ∆

⎡ ⎤∆ + − ∆ ∆⎣ ⎦+
− ∆ ∆

( )1
2 1 1 2

1 1 2 1 1
1 2 11

1 1 2 1 1 2 2

(1 )

(1 ) (1 )
C C

(1 ) (1 )

LI j
j p p

L j p p L j p
p P jj

j p p j p p p

C t
x x

D x x D x
x x x x x

β

β β
β β

−
− + +

− + + − +
+ + −−

− + + − + + +

⎡ ⎤− ∆ + ∆⎣ ⎦
⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ∆ + ∆ − ∆ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦− + ⎬− ∆ ∆ ⎡ ⎤− ∆ + ∆ ∆ ⎪⎣ ⎦ ⎭

  

                                                                 (42) 

 

其中下標 j表示在時間點 j時的狀態，由(41)和(42)，可求出界面位置 S

和界面濃度 LIC 。 

 

在界面位置和鄰近界面格點的溫度和濃度求得之後，利用內插方程式，可求

得最接近界面位置的溫度和濃度，形式如下： 
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( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

22
3

1 2
1 1

1 11
2 1

1 11 1 1

1 3

1 1 1

2

,

P
P P P P

P P

p p Pp P
P P

p p pp p p p

P p P
S PI

p p p p p

xT TT T x O x
x x

x x xx x
T T

x x xx x x x

x x x
T x t O x

x x x x x

ββ
ββ

β β

−
− −

+ −+
− −

− +− − +

−

+ + −

∆∂ ∂
= + ∆ + + ∆

∂ ∂

∆ ∆ + ∆∆ ∆
= − +

⎡ ⎤ ∆ ∆ + ∆∆ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

∆ ∆ + ∆
+ + ∆

⎡ ⎤∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

          (43) 

當 0β < 時，差分式的推導如 0β > 的情形，差分式形式如附錄(B)所示。 

 

4-2 計算流程 

 

由相似解的特性可知，在剛開始固化的瞬間為奇異點(singular point)，物

理上表示固化速率極大，界面上的溫度和濃度的梯度極為急劇，為了能準確捕捉

這個效應，在時間間距的取法上，捨棄傳統等時距的方法，而採用剛開始固化的

一小段時間內，時間間距最小，而後慢慢增加，亦可避免因奇異點造成的誤差，

累積到後來計算上。由於數值無法處理奇異點無限大的固化速率，故本文處理的

方法為：給予一個初始的界面位置 ( )0S ，以避開奇異點。此外，固化剛發生時，

界面的熱傳量和溶質偏析效應非常大，因此，鄰近初始界面位置處需要較密的格

點；本文採用以下的格點分割法。 

 

 當 x > 0 時，第 i個格點位置為： 

( ) 1
i
n

nxx i a a
a

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中，a為調整格點密度的參數，a越小表示在 x=0 附近的格點密度就越高； nx 為

x>0 的系統的長度；n為 x>0 的格點數目；i為格點編號；則每個格點的間距為： 

( ) ( )
1

1 1 1
i i
n n

n n
i

x xx x i x i a
a a

−⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥∆ = − − = + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
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當 x < 0 時，第 i個格點位置為： 

( ) 1
i
n

nxx i a a
a

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

系統格點位置對稱於 x = 0。由相似解可得知：距離界面位置越遠，熱傳或質傳

量是以 error function 遞減，這個分割方法可使距離界面越遠處，格點距離愈

大，節省計算資源。 

 

 數值計算的變數有四個，分別為系統溫度 T、濃度 C、界面位置 S、界面濃

度 LIC 。以界面位置做為固液兩相的區分；小於 P的格點以固相的性質計算，大

於 P的格點以液相的性質計算。在時間為 jt 時，先將一組初猜的界面濃度和位置

代入差分式中，做為第一次疊代所用的値；在本文中，所採用的初猜值為 1jt − 的

結果，即 ( ) ( )1LI j LI jC t C t −= 和 ( ) ( )1j jS t S t −= 。於是界面上的溫度和濃度在第一次

疊代時為已知，代入統御方程式的插分式中，求出各個格點的溫度和濃度，再將

濃度和溫度的値代入(41)(42)，求出一組新的界面濃度和位置，這組新的値又可

做為第二次疊代的初猜值，如此反覆以上步驟，直到 ( )jS t 收斂為止；收斂標準

為： 

 

( ) ( )
( )

61 10
j jn n

j n

S t S t

S t
−−

−
< ， 

 

( )j n
S t 為第 n次疊代所求出在時間 jt 的界面位置。最後，P點的溫度和濃度可由

(43)求出；接著移至下一個時間點計算，步驟同上所述。圖(五)為數值計算流程

圖。 
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4-3 數值計算驗證 

 

鉛錫合金性質 數值(單位) 

液相熱傳導係數 LK  0.159( / )cal cm C°  

固相熱傳導係數 SK  0.297( / )cal cm C°  

液相熱擴散係數 Lα  20.108( / )cm s  

固相熱擴散係數 Sα  20.202( / )cm s  

轉換後的液相熱擴散係數 eα  20.0875( / )cm s  

液相質傳係數 LD  5 23.0 10 ( / )cm s−×  

固相質傳係數 SD  9 21.0 10 ( / )cm s−×  

轉換後的液相質傳係數 eD  5 22.43 10 ( / )cm s−×  

固相鉛的密度 -311350(kg m )  

液相鉛的密度 -310215(kg m )  

固液密度差ε  0.111 

單位體積潛熱值 vL  3256.0( / )cal cm  

液相線斜率m  2.33( / %)C wt− °  

分離係數 k  0.3 

動態效應係數μ[36] ( )( )33 /cm sK  

表(一) 鉛錫合金性質表[33,34,36] 

 

本文以鉛錫合金為例，性質如表(一)所示，系統的溫度均以 ( )MT T− 來表

示，因此 T=0 在計算上代表鉛的融化溫度 MT 。以無限域純物質的固化做為數值

計算的驗證，令 L 為數值計算時採用模擬無限域的系統總長度，藉由相似解的結

果，來估計 L的最佳長度。茲以液相溫度作為估計的標準： 
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2
( )

2

L
L L M L

L

xErfc
t

T T T T
Erfc

α

λ
α

∞ ∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= + −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

若設定初始條件 10, 40L ST T∞ ∞= = − ，當 2x tη = = 時，TL和 TL∞的溫差已小於

0.001度。因此取η=2.5，觀察一個小時的固化，即 3600 2.5xη = = ，則 x=150，

故取 L=300cm。計算參數設定為：f=0.525，dt=0.05 秒，初始固液相區各取 150

個格點(n=150)，且忽略動態固化效應。 

 

由於熱擴散係數和溶質擴散係數的差異極大( 5~ (0.1), ~ (10 )O D Oα − )，將

造成熱傳和質傳計算收斂速度的不同，故捨棄傳統熱傳和質傳共用計算格點的方

法。本文將系統中，溫度和濃度的格點個別計算，計算濃度的格點比計算溫度的

多且密。為了驗證本文採用的數值計算方法與格點配置的可信度，以下列三組初

始條件皆為： 15,LT ∞ = 24,ST ∞ = − 0.5 %,LC wt∞ = 2.2 %SC wt∞ = 、但不同格點取法

的計算結果和相似解做比較： 

 

第一組為相似解的結果，做為驗證數值計算的基準。 

第二組的計算條件為： 

 計算熱傳的格點有 200 個，x>0 的格點位置座標為 

( )
1001501.1 1 1.1

1.1

i

x i ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

計算質傳的格點有 600 個，位置座標為 

 ( )
3001500.1 1 0.1

0.1

i

x i ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

第三組為將計算質傳的格點數目增加，且在初始界面位置處，格點密度亦增大，

而計算熱傳的格點位置和數目則和第二組相同。計算質傳的格點位置為： 
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 ( )
4001500.05 1 0.05

0.05

i

x i ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

第四組的計算熱傳格點和第二、第三組一樣，只是在初始界面位置處，計算質傳

的格點密度更高，如下式所示： 

 ( )
4001500.01 1 0.01

0.01

i

x i ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

圖(六 a)和圖(六 b)為固化發生的前 90 秒內，各組界面位置和濃度的變化。因為

數值無法處理奇異點，導致界面濃度在 t=0 處有個高起。由圖(六 b)可得知：若

是質傳格點不夠密，t=0 的界面濃度越高，收斂速度越慢，致使界面位置成長緩

慢；若是取得夠密，如第四組，t=0 的界面濃度就越低，收斂到相似解的速度也

越快，使計算結果幾乎和相似解相同。由此不但可知，本文的數值計算精確可信，

而且也可得到一個結論：計算合金固化時，由於溶質擴散係數(D)遠小於熱擴散

係數(α)(以鉛錫合金為例，液相內，幾乎是 3600 倍以上的差距)，所以將計算

質傳的格點數目相對加高、密度加大，不但可解決計算誤差的問題，且可避免為

了提高質傳計算的精確度，導致溫度計算的發散。此外，由以上各組數值計算的

結果可知，忽略動態固化效應的ㄧ維無線域合金固化，溶質析出速率和和擴散速

率相等，致使界面濃度維持定值，不隨時間改變。 
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第五章 數值計算結果與討論 

 

 上一章驗證了數值模型的準確性，也由數值計算得知無限域合金固化並無偏

析現象發生。此章主要以數值模擬無相似解的固化現象；先觀察動態效應對固化

的影響，再討論有限域的邊界效應對合金偏析的影響。同時為了方便結果的表

達，所有的數值計算均以 MT 為基準，並令其等於零。 

 

5-1 動態效應的影響 

 

固化時間 t 以相似解為基準，動態效應對

界面凝固溫度下降的影響(K) 

1010−  122.1473 K 

910−  38.62637 K 

810−  12.21473 K 

710−  3.862637 K 

610−  1.221473 K 

510−  0.386264 K 

410−  0.122147 K 

310−  0.038626 K 

210−  0.012215 K 

110−  0.003863 K 

1 0.001221 K 

表(二) 初始條件為 10 , 40L ST K T K∞ ∞= = − ，動態效應 

                  對界面固化溫度下降的影響。 
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利用數值計算之前，先分析界面溫度各項的數量級，界面溫度表示如下： 

I M LI
VT T mC
µ

= + −  

並以純物質相似解的界面成長速率，即 2V tλ= ，作為動態效應的量化分析。

茲給定初始條件 10 , 40L ST K T K∞ ∞= = − ，結果如表(二)所示。 

 

由表(二)可知，在時間小於 910− 秒，界面凝固溫度甚至比固相的初始溫度

低，此為奇異點效應所導致，在數值計算上應該要避免。 710− 秒時，動態效應對

凝固溫度的影響比固相初始溫度低一個級數； 610− 秒時，界面凝固溫度下降 1.22

度； 410− 秒時，界面凝固溫度只下降 0.122度，相較於初始固液兩相溫差

50L ST T∞ ∞− = K，可忽略，且影響時間極短；所以可預測動態效應對於固化影響

不大。 

 

由表(二)可知，奇異點會導致固化溫度低於初始固相溫度 ST ∞，但在物理上，

固化不可能發生；所以本文假設：在剛開始固化的瞬間，受到動態效應和界面溫

度不連續的影響，合金熔液初始界面濃度為 LC ∞，初始固化溫度最多降低至初始

固相溫度 ST ∞，即 

( )0M L ST mC V Tµ∞ ∞+ − =  

配合相似解可估得計算所需的初始條件 S(0)、 0t 、V(0)： 

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

2

2
0

0

0

0

0 0

M LI SS T mC T

t S

V S t

λ µ

λ

∞⎧ = + −⎡ ⎤⎣ ⎦⎪⎪ =⎨
⎪

=⎪⎩

 

其中， 0t 為 x=0 成長到 (0)S 的時間。 

 

 以初始條件為 10 ,LT K∞ = 40KST ∞ = − 的純物質固化作為動態效應的基本物理

現象觀察。圖(七)為 0~0.5 秒的的固化，圖中的兩條曲線分別為：μ=∞，代表
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不受動態效應的影響；以及μ=33，代表存在動態效應。除了在 t = 0 附近以外，

兩條曲線在 0.005 秒後幾乎成平行成長，顯示動態固化效應對界面的影響幾乎只

在固化剛發生的 0.005 秒內，和級數分析預測的結果一致。在第 0.1 秒時，μ=

∞和μ=33的界面位置分別為0.054220cm和0.05161cm，差了 0.00261cm，第5800

秒時，忽略和加入動態效應的界面位置分別為 6.1435cm 和 6.1409cm，相差亦為

0.0026cm。雖然μ=∞和μ=33 的界面最後幾乎平行成長，但是兩者的差値和界

面成長長度相比，可忽略。由此得到一個結論：動態效應使界面的凝固溫度下降，

固化更加困難，界面成長速率減緩，但影響時間極短，幾乎可忽略；因此，長時

間固化時，動態效應可忽略。 

 

合金固化的過程，主要觀察動態效應對於溶質偏析效應的影響。給予初始條

件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = ，觀察μ=∞和μ=33 的

的界面位置及濃度變化。圖(八)顯示μ=∞和μ=33 的界面位置，和圖(七)類似，

影響幾乎只在 0.05 秒以內，在第 0.05 秒時，μ=∞和μ=33 分別為 0.012550cm

和 0.012545cm，差了 0.00005cm，而後幾乎維持此平行差距，和純物質的趨勢一

樣。圖(九)為μ=∞和μ=33 的界面濃度曲線比較，同樣在 0.05 秒內，偏析效應

較為明顯，但影響最大不過 0.25wt%。由以上結果可得：動態效應使固化界面速

率減緩，界面溶質析出量相對減少，故降低界面濃度，但是析出減少的量非常少，

幾乎可以忽略，且影響時間非常短；長時間後，仍會收斂於相似解的結果。 

 

綜合以上對於純物質與合金固化現象的計算結果，其變化趨勢均與上一章透

過微擾分析的預測相符合；由於動態效應影響非常小，故以下章節的討論皆忽略

不計。 
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5-2 有限域邊界效應對固化的影響 

 

本文將邊界效應主要分成兩種簡化的狀況來討論：5-2-1 主要討論有限域絕

熱液相邊界條件的對固化的影響；5-2-2 則探討定溫邊界條件對固化的影響。 

 

5-2-1 有限域絕熱液相邊界條件的固化現象 

 

工業上，固化物件的尺度不一定很大，利用無限域來模擬固化的過程，並不

適當。此時界面濃度必定隨著時間而改變，進而影響合金的機械性質，故有限域

合金固化現象的探討，在工程應用上相當重要。茲取系統長度為 18cm，並令初

始固相和液相的長度分別為 9cm。初始和邊界條件如下：  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )0.5
0.5

0.5

,0 ; ,0
0;

,0 ; ,0

0.5 ,
0.5 ;

0.5 ,

0.5 ;
0

S S L L

S S L L

S S

S S

L
L L Lx L

x L

L

x L

T x T T x T
t

C x C C x C

T L t T
x L

C L t C

TK h T T
x

x L
C
x

∞ ∞

∞ ∞

∞

∞

∞=
=

=

= =⎧⎪= ⎨
= =⎪⎩
− =⎧⎪= − ⎨
− =⎪⎩

⎧ ∂
= −⎪ ∂⎪= ⎨

∂⎪ =
⎪ ∂⎩

                               (44) 

其中，ｈ為熱對流係數。由以上邊界條件可知：初始固相區乃模擬厚度為 9cm

的鑄模，x =﹣0.5L 的鑄模溫度和濃度維持常數。由於無溶質進入系統內部，故

液相區 x=0.5L 的邊界質傳量為 0。假設外界的溫度維持在 LT ∞，液相邊界存在熱

傳量： ( )0.5L Lx L
h T T ∞=

− ；當欲討論絕熱邊界條件時，則令 h=0。將(44)的液相邊

界條件化成差分式： 
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( )1

0.5

1

0.5

0.5 ;
0

2

n nL
L L n L

x L n

n nL

x L n

T TTK K h T T
x x

x L
C CC

x x

−
∞

=

−

=

−⎧ ∂
≅ = −⎪ ∂ ∆⎪= ⎨
−∂⎪ ≅ =⎪ ∂ ∆⎩

                        (45) 

 

邊界熱傳差分式化成：  

 

1 1n n
n n L

L L

h x h xT T T
K K− ∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∆ ∆
= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                    (46) 

 

代入統御方程式的差分式得： 

 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
2 1

1 1

2 1 1
1

1

2

1
1 1

2

n n n n L
n n

n j n n n L n

Ln n n n n
n L

n n n j n L n L n

x x x x fKf T f T
x t x x x K h x

f KT x x x x hf f T T
x x x t x K h x K h x

α

α

− −
− −

− −

− − −
− ∞

−

⎡ ⎤∆ + ∆ ∆ + ∆′ ′− + −⎢ ⎥
∆ ∆ ∆ ∆ ∆ − ∆⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤−∆ + ∆ ∆ + ∆
= − − + − − − +⎢ ⎥

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ − ∆ − ∆⎢ ⎥⎣ ⎦

                                                                 (47) 

計算質傳的方法一樣，只是 h=0。 

 

令合金的初始條件為： 15 ,LT K∞ = 24 ,ST K∞ = − 0.5 %,LC wt∞ = 2.2 %SC wt∞ = ，

結果討論如下：圖(十 a)為界面成長和時間的關係圖，固液兩相剛接觸時，未受

邊界效應影響，故剛開始固化的 100 秒內，和無限域固化的結果類似；100 秒後，

絕熱邊界條件越來越明顯，液相區溫度漸漸趨近於固化溫度，使界面成長變得較

線性化。圖(十 b)為界面濃度和時間的關係圖，剛開始固化期間，界面濃度也符

合相似解的計算結果；約 100 秒後，邊界效應開始加速界面成長速率，界面溶質

的析出速率比擴散至液相區的速率快，界面濃度因此升高，造成已固化的合金成

分分佈不均勻，機械性質也不同。圖(十一)為不同時間的液相區溫度，可看出：
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隨著固化進行，漸漸趨於固化界面的溫度。 

 

5-2-2 有限域定溫邊界條件的固化現象 

 

 如上一節的模擬，取系統長度為 18cm，並令初始固相和液相的長度分別為

9cm。有限域定溫邊界固化的初始和邊界條件則為： 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

,0 ; ,0
0;

,0 ; ,0

0.5 ,
0.5 ;

0.5 ,

0.5 ,
0.5 ;

0.5 ,

S S L L

S S L L

S S

S S

L L

L L

T x T T x T
t

C x C C x C

T L t T
x L

C L t C

T L t T
x L

C L t C

∞ ∞

∞ ∞

∞

∞

∞

∞

= =⎧⎪= ⎨
= =⎪⎩
− =⎧⎪= − ⎨
− =⎪⎩

=⎧⎪= ⎨
=⎪⎩

                                   (48) 

合金的初始條件亦為 15 ,LT K∞ = 24 ,ST K∞ = − 0.5 %,LC wt∞ = 2.2 %SC wt∞ = ，茲

以數值計算結果做進一步的討論。界面位置隨時間的變化如圖(十二)所示，剛固

化 120 秒內的情形和相似解一致，之後，定溫邊界效應會加速固化速率，經過長

時間後，系統逐漸趨向於穩態，固化速率漸漸減緩；界面濃度隨時間的變化則如

圖(十三)所示，大約只有 120 秒維持常數，之後溶質析出速率比擴散速率快，使

得界面濃度逐漸升高，達到 2.29wt%的最高值；之後，界面成長漸漸趨緩，此時

擴散速率比析出速率快，界面濃度緩緩降低，合金成分亦會隨著位置而改變。圖

(十四)顯示不同時間的系統溫度分布圖，大約在固化發生 600 秒後，液相和固相

的溫度分佈就趨近於線性，因而減緩界面成長速率。 

 

由於利用在最終界面位置固液兩相的熱傳量相等的概念，可估算出純物質固

化的最終界面位置，同理，亦可推導出，在長時間的定溫邊界固化，合金界面位

置和界面濃度的近似關係式： 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )2

S M LI S L L M LI

S M LI S L L M LI

K T mC T K T T mC L
S t

K T mC T K T T mC
∞ ∞

∞ ∞

+ − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦≅
+ − + − −⎡ ⎤⎣ ⎦

                    (49) 

第 15900 秒時的數值計算界面位置和濃度分別為 3.414cm 和 1.1207wt%，將

1.1207wt%代入(49)得界面位置的近似值：3.493cm，和 3.414cm 比較，誤差為

2.3%，由此證實：當 t>>1 時，式子(49)的誤差非常小，原因為：經過長時間固

化，系統變化逐漸緩慢，此時界面位置取決於凝固溫度，而界面濃度則決定凝固

溫度，故可利用界面位置或濃度任何一個物理量，推測另一個物理量，在工程應

用上，有很大的幫助。圖(十五)為式子(49)和數值解的比較圖，當固化時間越大，

式子(49)的誤差越小。 

 

 比較有限域邊界長度對合金固化的影響，選定系統長度各為：10 、20、30、

40、50cm，且初始條件皆為 15 ,LT K∞ = 24 ,ST K∞ = − 0.5 %,LC wt∞ = 2.2 %SC wt∞ = 。

計算結果發現：界面位置變化趨勢大致相同，只是達到穩態的時間會因系統長度

而改變；但是界面濃度的變化卻含有如圖(十六)所示的現象，即在相同的邊界條

件和初始條件之下，無論系統長度為何，界面的最高濃度皆為 2.29wt%。將最高

界面濃度出現的時間和系統長度的關係，歸納成表(三)和圖(十七)： 

 

有限域定溫邊

界的長度(L) 

最高界面濃度出現的時間

(sec) 

最高界面濃度出現的時間除

以長度(L)的平方値 

10 550.5375      5.505375 

20 2080.5375      5.2263437 

30 4910.5375      5.456153 

40 8480.5375      5.30033 

50 13200.53755      5.280215 

表(三) 有限域定溫邊界的長度和最高界面濃度出現的時間關係 
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表(三)和圖(十七)同時顯示界面最高濃度隨時間的變化趨勢和系統的長度平方

成正比，符合擴散方程式的擴散關係。由此得到一個結論：一維有限域定溫邊界

的合金固化，在相等初始條件之下，界面最高濃度隨時間的變化趨勢和系統長度

的平方成正比；且無論系統長度為何，其固化過程都會達到一個相同的最高濃度。 
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第六章 由密度差引發之對流效應對合金固化的影響 

 

 通常處理固化問題，都會忽略因固液相密度差所引發的對流效應。若是考慮

此效應，則液相區的統御方程式需要加以修正。本章即是針對此對流效應加以探

討。 

 

6-1 數學模式的建立和解析解 

 

考慮到固化前後的密度差異，熔液會產生對流速度 w，如圖(十八)所示，w

可由界面質量守恆求得：  

( ) ( )
S L

dS t dS t w
dt dt

ρ ρ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )1 S

L

dS t dS tw
dt dt

ρ ε
ρ

⎛ ⎞
⇒ = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                  (50) 

1S L S

L L

ρ ρ ρε
ρ ρ

−
= − = −                                            (51) 

 

ε為固液相密度差相對於液相密度的比。當ε> 0時，固相的密度比液相的密度

大，則液相區的流體會因固化作用產生向固化界面的對流；當ε= 0時，無對流

效應產生；當ε< 0 時，液相的密度比固相的密度大，則液相區的流體會向遠離

固化界面的方向流動。 

 

固相溫度場的統御方程式仍為簡單的擴散方程式，液相溫度場的統御方程式

則包含了對流項；質傳方面類似熱傳，僅需將溫度改成濃度，熱擴散係數α改成

溶質擴散係數 D。統御方程式如下所示： 
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固相區： 
2

2
S S

S
T T
t x

α∂ ∂
=

∂ ∂
                                                (52a) 

2

2
S S

S
C CD
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
                                               (52b) 

液相區： 
2

2
L L L

L
T T Tw
t x x

α∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
                                          (52c) 

2

2
L L L

L
C C Cw D
t x x

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
                                         (52d) 

 

界面條件修正為： 

 

( )
( )( )

( )1 S L
v s L

x S tx S t

T TdS tL K K
dt x x

ε
==

∂ ∂
+ = −

∂ ∂
                             (53a) 

( )
( )( )

( )(1 ) S L
LI s L

x S tx S t

C CdS tk C t D D
dt x x

ε
==

∂ ∂
+ − = −

∂ ∂
                       (53b) 

( ) ( ) ( )S L M LIx S t x S t
T T T mC t

= =
= = +                                       (53c) 

( )S LIC kC t=                                                       (53d) 

( )L LIC C t=                                                       (53e) 

 

本文採用單位體積的潛熱值，同時在界面的能量及溶質守恆式會有對流效應存

在。 

 

液相統御方程式的對流項，可利用變數變換：
( )

1
x S tεξ

ε
+

=
+

，使對流項消失： 

( , ) ( , )L LT x t T tξ=  
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( )

2 2 2

22 2 2

( , ) ( ) ( )
1 1

( , ) 1
1

1
1

L L L L L L L L

L L L L L

L L L

T T t T T T T T Tt x S t dS t
t t t t t t t t dt

T T t T T Tt
x x t x x
T T T
x x

ξ ξ ε ε
ξ ξ ε ε ξ

ξ ξ
ξ ε ξ

ξε

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ +⎛ ⎞= = + = + = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ + ∂⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

= = + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂+

 

代入統御方程式 

 

2

2

( )L L L L L
L

T T T dS t T Tw
t x t dt x x

ε α∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 

可得 

 

( )

2

2 2

( ) ( )
1 1 1

L L L L LT T T TdS t dS t
t dt dt

αε ε
ε ξ ε ξ ξε

∂ ∂ ∂ ∂
+ − =

∂ + ∂ + ∂ ∂+
 

即 
( )

2 2

2 2 21
L L L L

e
T T T
t

α α
ξ ξε

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂+
 

上式可再簡化成：  

 
2

2
L L

e
T T
t

α
ξ

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                     (54a) 

2

2
L L

e
C CD
t ξ

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                    (54b) 

 

其中 2(1 )
L

e
αα
ε

=
+

和 2(1 )
L

e
DD
ε

=
+

分別為轉換後的有效(effective)液相熱擴散係

數與溶質擴散係數。界面能量守恆式和溶質守恆式則轉換為： 

 

( )
( ) ( )

( )1
1

S L L
v s

x S t x S t

T K TdS tL K
dt x

ε
ε ξ= =

∂ ∂
+ = −

∂ + ∂
                           (55a) 
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( )
( ) ( )

( )(1 )
1

S L L
LI s

x S t x S t

C D CdS tk C t D
dt x

ε
ε ξ= =

∂ ∂
+ − = −

∂ + ∂
                     (55b) 

 

若將 ( )x S t= 代入
( )

1
x S tεξ

ε
+

=
+

，可得： 

  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

x S t S t S t S t xε εξ
ε ε

+ +
= = = =

+ +
 

 

由此可知在界面處 ( )x S t ξ= = ，代表液相座標經過轉換後，和固相在界面上依

舊是連續的。若是 0ε = ，就變成傳統的固化問題。 

 

統御方程式和界面條件分別如 (52a) - (52b)、(54a) - (54b)、(53c) - (53e)、(55a) 

- (55b)，結合初始和邊界條件(3a)-(3d)可解得： 

 

2
( )

2

S
S S M LI S

S

xErfc
t

T T T mC T
Erfc

α

λ
α

∞ ∞

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠= + + −
⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

                           (56a) 

2
( )

2

S
S S LI S

S

xErfc
D t

C C kC C
Erfc

D
λ

∞ ∞

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠= + −
⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

                              (56b) 

2 2
( )

2

L L
L L M LI L

e

xErfc
t

T T T mC T

Erfc

ελ
α α

λ
α

∞ ∞

⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠= + + −
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                       (56c) 
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2 2
( )

2

L L
L L LI L

e

xErfc
D t D

C C C C
Erfc

D

ελ

λ
∞ ∞

⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠= + −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                           (56d) 

 

(56a)-(56d)在 x=S(t)處對 x取微分為： 

 

2( )

( )

42

S M LI S

x S t
S

SS

T T mC T
x

tErfc Expλ λπα αα

∞

=

∂ + −
=

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2
( )

( )

2 4

L M LI L

x S t
L

e e

T T mC T
x

tErfc Exp λλπα
α α

∞

=

∂ + −
= −

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2
( )

( )

2 4

S LI W

x S t
S

S S

C kC C
x

D tErfc Exp
D D

λλπ=

∂ −
=

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2
( )

( )

2 4

L LI L

x S t
L

e e

C C C
x

D tErfc Exp
D D

λλπ

∞

=

∂ −
= −

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

將以上方程式代入(55a)和(55b)可得： 

 

( )
22

1 ( ) ( )
2

42 2 4

v s M LI S L M LI L

S L
SS e e

L K T mC T K T mC T

Erfc Exp Erfc Exp

ε λ

λλ λ λπα πααα α α

∞ ∞+ + − + −
= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                                                (57a) 

2 2

( ) ( )(1 )
2

2 24 4

s LI W L LI LLI

S eS e

D kC C D C Ck C

Erfc Exp Erfc Exp
D DD D

ε λ
λ λλ λπ π

∞− −+ −
= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                                                                (57b) 
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由(57a)和(57b)可聯立解得 LIC 和λ。 

 

6-2 結果與討論 

 

 當考慮因固液相密度差引發的對流效應時，若經變數轉化，
( )

1
x S tεξ

ε
+

=
+

，

可將統御方程式轉換為單純的熱擴散及溶質擴散方程式，唯一修正的是液相區的

熱擴散係數及溶質擴散係數，分別由原來的 Lα 轉換為 ( )21
L

e
αα
ε

=
+

，以及原來的

LD 轉換為
( )21

L
e

DD
ε

=
+

。因此所得的溫度及濃度的分佈函數，即(58)式，和式子

(4)相似；界面的能量守恆和溶質守恆方程式，即(57)式，亦和式子(5)類似。此

分析結果說明：即使考慮對流效應，ㄧ維無限域合金固化仍然維持相似解的形

式，且不存在偏析現象。 

 

為了進一步說明因固液相密度差引發的對流效應對固化現象的影響，仍以鉛

錫合金為例，分析如下： 

 

鉛錫合金性質 數值(單位) 

固相鉛的密度 -311350(kg m )  

液相鉛的密度 -310215(kg m )  

固液相密度差相對於液相密度的比ε 0.111  

轉換後的液相熱擴散係數 eα  20.0875( / )cm s  

轉換後的液相質傳係數 eD  5 22.43 10 ( / )cm s−×  

表(四) 加入對流效應的鉛錫合金有效熱、質擴散係數表 
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初始條件仍為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = 。以表(四)的性

質代入式子(59)，可得界面成長係數λ為 0.0169945 /cm s，界面濃度 LIC 為

1.40189wt%，而ε=0 計算的結果為：界面成長係數λ為 0.01959547 /cm s，界

面濃度 LIC 為 1.32056wt%；由表(四)的性質可知：當ε>0，即固相的密度大於液

相的密度，對應液相區的有效熱擴散係數和有效溶質擴散係數均下降，且導致液

相區的流體往界面方向流動，將熱和溶質帶入界面，因此界面濃度升高，固化速

率減緩。為了說明此對流效應，茲令ε=-0.111，即固相密度小於液相密度，此

時界面成長係數λ上升為 0.0229425 /cm s，界面濃度 LIC 降低為 1.22643wt%，

這是因為液相區的有效熱擴散係數和溶質擴散係數均變大，且熔液向遠離界面的

方向流動，帶走界面上的溶質，固化速率因而增加。 

 

 此外，由於統御方程式經轉換後，仍然維持單純的熱擴散與溶質擴散方程

式，且相似解依舊存在，數學模式無根本上的改變；因而可推知：即使考慮了因

固液相密度所引發的對流效應，一維的合金固化現象依舊存在動力不穩定，而無

型態不穩定。 
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第七章 多重根的性質與探討 

 

Coriell 等人[33][34]發現一維無限域固化時，在某個初始溫度和濃度範圍

內，存在多重根現象，即在此區域內，可能發生二種融化和一種固化現象，而經

由 Coriell 等人分析：平衡界面條件之下，一個融化現象為不穩定，再經由不平

衡界面條件計算，只有穩定的固化現象會發生。然而本文認為多重根現象可能是

數學模式過於簡化的結果，且認為界面動態效應仍然不足以解釋為何只有固化現

象會發生，所以分成以下章節討論：(1)考慮對流效應對多重根的影響，(2)以解

析解的基礎，探討多重根的成因，(3)利用數值方法計算多重根區域，檢驗是否

符合 Coriell 等人的結果。 

 

7-1 固液相密度差對多重根的影響 

 

藉由(57b)，將界面濃度化成： 

( )

2 2

2 2

2 24 4

(1 )
2

2 24 4

S S L L

S eS e
LI

S L

S eS e

D C D C

Erfc Exp Erfc Exp
D DD D

C
k D D k

Erfc Exp Erfc Exp
D DD D

λ λλ λπ π
λ

ε λ
λ λλ λπ π

∞ ∞+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
+ −

+ −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                                                 (58) 

將(58)帶入(57a)，整理得： 
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( ) ( )( ) ( )

( )

2

2

2

42
( )

42

1
2 4

2

S L
ee

L M LI M LI S

L S
SS

v L
e e

L

K Erfc Exp
T T mC T mC T

K Erfc Exp

L Erfc Exp

K

λ λα αα
λ λ λ

λ λα αα

λλε πα λ
α α

∞ ∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠= + + + −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠−

                                                                 (59) 

 

假設初始條件為 24ST K∞ = − , 2.2 %SC wt∞ = , 0.5 %LC wt∞ = ，利用(59)畫出

0.111ε = 和 0ε = 的 LT ∞和λ關係圖，得圖(十九)。當 0ε = ，多重根的初始液相

溫度區域為26.76 30.11LK T K∞< < ，溫度範圍為 3.35K；而當 0.111ε = ，溫度區

域則為27.58 30.11LK T K∞< < ，範圍為 2.53Ｋ。對流效應使發生多重根的最低溫

度上升，溫度範圍相對之下變的更小；且 >0ε ，不利於固化的進行，故正根比忽

略對流效應的小，也使融化時的液相區流體流離固化界面，不利於融化的進行，

最小負根的絕對值也減小，使根的分布範圍變窄，但多重根現象仍會發生。故以

下討論皆令 0ε = 。 

 

7-2 合金物理性質和初始條件對多重根的影響 

 

純物質的相變化並無多重根現象，所以溶質擴散係數 D 和濃度 C 當為引發此

現象的因素。以表(一)作為計算的基本性質，令初始條件為 24ST K∞ = − , 

29LT K∞ = , 2.2 %SC wt∞ = , 0.5 %LC wt∞ = ，多重根為λ=-0.0142595、-0.001198、

0.0011706，界面濃度 LIC 分別為 2.1335、0.807371、0.566807wt%；為了更深入

了解其中物理機制，茲探討合金性質和初始條件對多重根的影響。 

 

(1) 分離係數 k、熱擴散係數α、初始固相溫度 ST ∞的效應： 
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K=1 時，多重根為λ=-0.014251、-0.001199、0.001828，界面濃度 LIC 分別

為 2.13264、0.807473、0.5wt%；k=3.33 時，多重根為λ=-0.01425、

-0.0012025、0.0044254，界面濃度 LIC 分別為 2.13254、0.807828、

0.236212wt%；以上得知：改變 k對融化影響不大，只改變固化速率，但多重

根現象依然存在，故以下的討論，k依然維持 0.3。本文亦發現α和 ST ∞的改

變只是改變多重根發生的區域，故 k、α、 ST ∞等並非此物理現象的主要機制。 

 

(2) 液相線斜率 m 的效應： 

初始條件仍為 24ST K∞ = − , 2.2 %SC wt∞ = , 0.5 %LC wt∞ = ，m 分別為 0、-0.7、

-1.5、-2.33、-3.0，可得圖(二十)； m越大，多重根區域越大。 m越大，表

示熱傳和質傳的耦合就越強，所以多重根為熱傳和質傳耦合的結果。 

 

(3) 溶質擴散係數 D的效應： 

初始條件仍為 24ST K∞ = − , 2.2 %SC wt∞ = , 0.5 %LC wt∞ = ， LD 維持 53.0 10−× ，

SD 分別為 9 7 6 5 51.0 10 ,3.0 10 ,3.0 10 ,1.0 10 ,3.0 10− − − − −× × × × × ，可得圖(二十一)；

SD 越大，多重根區域越小，甚至消失，且 SD 變大甚至會使原本應為固化的

現象轉變成融化。若 SD 維持 91.0 10−× ， LD 分別為 6 53.0 10 ,1.0 10 ,− −× ×  

53.0 10 ,−× 41.0 10 ,−× 43.0 10−× 的圖畫出，得圖(二十二)； LD 越大，多重根區

域越小。 

 

 (4) 初始濃度 C 的效應： 

 

令 24ST K∞ = − ，以表(一)的性質計算。當 0.5 %LC wt∞ = 時，分別令 SC ∞ =0.0、
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0.5、1.5、2.2、3.0wt%，可得圖(二十三)，由此圖發現當 SC ∞越大時，發

生多重根趨勢越大；當 2.2 %SC wt∞ = 時，分別令 LC ∞ = 0.0、0.5、1.0、1.5、

2.2wt%，得圖(二十四)，可觀察出 LC ∞越大，多重根區域越小，甚至消失。 

 

7-3 以數值方法檢測多重根區域 

 

以鉛錫合金的性質(表(一))計算，初始條件 29 ,LT K∞ = 24 ,ST K∞ = −  

0.5 %,LC wt∞ = 2.2 %SC wt∞ = 為多重根發生的範圍；數值計算的結果仍然只有固化

現象。但若是強迫界面濃度分別等於其他兩個融化現象的値：即強迫界面濃度分

別為 2.1335 和 0.807371wt%，則得圖(二十五 a)和(二十五 b)，數值計算的界面

位置和相似解的一致，證明了若強制界面出處於質熱平衡的條件下，融化現象確

實存在。但是由於 S LD D<< ，因此融化時欲達到界面質熱平衡條件，遠比固化時

的困難許多，也因此當系統處於多重根的範圍內時，實際的計算結果都只有固化

現象會發生。 
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第八章 結論 

 

 本文探討的一維合金固化現象，分析的因素包含了動態效應、有限域的固

化、因固液相密度差所引發的對流效應、以及多重根現象。研究的結果可歸納成

以下的結論： 

 

(1) ㄧ維無限域的合金固化現象存在著相似解，且無偏析現象發生，系統亦只存

在動力不穩定，而無型態不穩定。 

(2) 當考慮動態效應後，一維無限域的合金固化不復存在相似解，且會導致溶質

的偏析現象，但偏析的量非常微小，且只存在固化剛發生的微小時間尺度之內。 

(3) 有限域的固化亦不存在相似解，溶質的偏析現象變得明顯。 

(4) 考慮因固液相密度差引發的對流效應時，對固化現象並無根本的改變，溫度

場及濃度場依舊存在著相似解，也無偏析現象發生，系統應亦只存在動力不穩

定，而無型態不穩定。 

(5) 若固化是發生在多重根區域內，只有最大固化正根會發生，其餘兩個根是因

為溶質擴散係數遠小於熱擴散係數、假設界面處於質熱平衡的理想狀態下、溫度

場和濃度場耦合的可能數學解，實際上並不會發生。 

 

展望： 

 若要更深入探討合金的固化現象，且符合工業上的應用需求，未來的研究應

擴展至二維及三維的固化現象，並應著重於型態不穩定的研究，探討其成因及物

理機制。 
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附錄(A) 擾動邊界條件的推導 
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界面濃度關係式：                                        



 

60
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

0 0

0 0

0 0

0 0

0

0 0

0 1
0 1 1 1

0 1
0 1 1 1

0 1
1 1 1

, ,

, ,
, ,

, ,
, ,

, ,
,

S Lx S t x S t

S S
S Sx S t x S t

x S t x S t

L L
L Lx S t x S t

x S t x S t

S S
S x S t

x S t x S t

L

C x t k C x t

C x t C x t
C x t S t C x t S t

x x

C x t C x t
k C x t S t C x t S t

x x

C x t C x t
S t C x t S t

x x

C
k

= =

= =
= =

= =
= =

=
= =

=

∂ ∂
+ + +

∂ ∂

⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥= + + +
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∂ ∂
+ +

∂ ∂

∂
=

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )0

0 0

0 1
1 1 1, ,

, L
L x S t

x S t x S t

x t C x t
S t C x t S t

x x=
= =

⎡ ⎤∂⎢ ⎥+ +
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
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1 1 1, ,

, , L S
S Lx S t x S t

x S t x S t

C x t C x t
C x t k C x t k S t

x x= =
= =

⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥= + −
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
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( )0 ,ST x t 、 ( )0 ,LT x t 、 ( )0 ,SC x t 、 ( )0 ,LC x t 的二次微分為： 

2

2
2

2

( )

2 42

( )

2 42

S M LI S

x t
S S

SS

M LI S

S S
SS

T x T mC T
x xt tErfc Exp t

T mC T

t Erfc Exp

λ λα πα αα

λ

λ λα πα αα

∞

=

∞

∂ + −
= −

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
+ −

= −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2

2

2

( )
4

2

( )

2
2 4

L M LI L

ex t
L

e

M LI L

e L
e e

T T mC T xExp
x x t

tErfc

T mC T

t Erfc Exp

λ αλπα
α

λ
λλα πα

α α

∞

=

∞

⎛ ⎞∂ + − ∂
= − −⎜ ⎟∂ ∂⎛ ⎞ ⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎝ ⎠
+ −

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2

2 2
( )

( )

2
2 4

S LI W

x S t
S S

S S

C kC C
x

D t D Erfc Exp
D D

λ
λλπ=

∂ −
= −

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2

2 2
( )

( )

2
2 4

L LI L

x S t
e L

e e

C C C
x

D t D Erfc Exp
D D

λ
λλπ

∞

=

∂ −
=

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

代入擾動項的界面條件可解出式子(13)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

62
 

附錄(B) β<0 的差分式形式 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 3

1 1 2,
2

p pL L
P L p pI

I I

x xT TT T x t x x O x
x x

β
β +

+ +

∆ − ∆∂ ∂
= + ∆ − ∆ + + ∆

∂ ∂
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 2 3

2 1 2 2,
2

p p pL L
P L p p pI

I I

x x xT TT T x t x x x O x
x x

β
β

+ +

+ + +

⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆∂ ∂ ⎣ ⎦⎡ ⎤= + ∆ − ∆ + ∆ + + ∆⎣ ⎦∂ ∂

( )
( )

( ) ( )
2

1 1 2
2

1

,
2

p L p pL I L

I p p I

T T x t x xT T O x
x xx x

β

β
+ +

+

− ∆ − ∆∂ ∂
= − + ∆

∂ ∂∆ − ∆
 

( )
( )

( ) ( )
2

2 1 2 2
2

1 2

,
2

P L p p pI L

I p p p I

T T x t x x xTT O x
x xx x x

β

β
+ + +

+ +

− ∆ − ∆ + ∆∂∂
= − + ∆

∂ ∂∆ − ∆ + ∆
 

 

液相區界面的溫度梯度差分式： 

 

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )

2
2 1 2

2 1 1 2

1 2 1
1 2

2 1 2 1 2

2
,

p p p pL
L I

I p p p p p p

p p p p p
p P

p p p p p p p

x x x xT T x t
x x x x x x x

x x x x x
T T

x x x x x x x

β

β β

β β

β β

+ + +

+ + + +

+ + +
+ +

+ + + + +

⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ + ∆∂ ⎣ ⎦= −
∂ ⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦
⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆ ∆ − ∆⎣ ⎦ −

⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ ∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦

 

( ) ( )
( ) ( )

2
2

3
1 2

1
, 1

2
pS S

P S pI
I I

xT TT T x t x O x
x x

β
β−

⎡ ⎤+ ∆∂ ∂ ⎣ ⎦= − + ∆ + + ∆
∂ ∂

 

( ) ( )
( ) ( )

2
2

1 3
2 1 2

1
, 1

2
p pS S

P S p pI
I I

x xT TT T x t x x O x
x x

β
β −

− −

⎡ ⎤+ ∆ + ∆∂ ∂ ⎣ ⎦⎡ ⎤= − + ∆ + ∆ + + ∆⎣ ⎦∂ ∂
 

( )
( )

( ) ( )
2

1 2
2

, 1
1 2

S P pS SI

I p I

T x t T xT T O x
x x x

β
β

−− + ∆∂ ∂
= + + ∆

∂ + ∆ ∂
 

( )
( )

( ) ( )
2

2 1 2
2

1

, 1
21

S P p pS SI

I p p I

T x t T x xT T O x
x xx x

β

β
− −

−

⎡ ⎤− + ∆ + ∆∂ ∂ ⎣ ⎦= + + ∆
∂ ∂⎡ ⎤+ ∆ + ∆⎣ ⎦
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固相區界面的溫度梯度差分式： 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1
2 1

11 1

1 2

1

11
11

2 1
,

1 1

p ppS
P P

I p pp p p

p p
S I

p p p

x xxT T T
x x xx x x

x x
T x t O x

x x x

ββ
ββ

β

β β

−
− −

−− −

−

−

⎡ ⎤+ ∆ + ∆+ ∆∂ ⎣ ⎦= −
∂ + ∆ ∆⎡ ⎤∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

⎡ ⎤+ ∆ + ∆⎣ ⎦+ + ∆
⎡ ⎤+ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

 

( )
22

2 3
2 1 2 2

1 1 2
p

P P p
P P

xT TT T x O x
x x

+
+ + +

+ +

∆∂ ∂
= + ∆ + + ∆

∂ ∂
 

( ) ( )
22

1 3
1 1 2

1 1

( )
, ( )

2
p p

L P p pI
P P

x xT TT x t T x x O x
x x

β
β +

+ +
+ +

∆ − ∆∂ ∂
= − ∆ − ∆ + + ∆

∂ ∂
 

 

鄰近界面液相區的溫度梯度差分式： 

 

( )

( )

2

1 1 1 2

1 2 1 2
1 2

1 2 2 1 2

,
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

p
L I

P p p p p p

p p p p p
P P

p p p p p p p

xT T x t
x x x x x x

x x x x x
T T O x

x x x x x x x

β β

β β
β β

+

+ + + +

+ + +
+ +

+ + + + +

∆∂
= −

∂ ⎡ ⎤∆ − ∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦
⎡ ⎤∆ − ∆ −∆ ∆ − ∆⎣ ⎦− + + ∆

∆ − ∆ ∆ ⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦

 

( )
2

2
1 1 21

2 1
2 12 1 2

2 ,
( ) ( )

2 2
( )( )

L I
p p p p pP

P P
p p pp p p p

T T x t
x x x x x x

T T
x x xx x x x

β β

ββ

+ + ++

+ +
+ ++ + +

∂
=

∂ ⎡ ⎤∆ − ∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦

+ −
∆ ∆ − ∆⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦

 

( )
22

1 3
2 1 1 2

1 1 2
p

P P p
P P

xT TT T x O x
x x

−
− − −

− −

∆∂ ∂
= − ∆ + + ∆

∂ ∂
 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22

3
1 2

1 1

1
, 1

2
p

S P pI
P P

xT TT x t T x O x
x x

β
β−

− −

+ ∆∂ ∂
= + + ∆ + + ∆

∂ ∂
 

鄰近界面固相區的溫度梯度差分式： 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1
2 1

1 11 1

1 2

1

11
11

,
1 1

p pp
P P

P p pp p p

p
S I

p p p

x xxT T T
x x xx x x

x
T x t O x

x x x

ββ
ββ

β β

−
− −

− −− −

−

−

⎡ ⎤∆ − + ∆+ ∆∂ ⎣ ⎦= − −
∂ + ∆ ∆⎡ ⎤∆ ∆ + + ∆⎣ ⎦

∆
+ + ∆

⎡ ⎤+ ∆ ∆ + + ∆⎣ ⎦
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( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2 12
11 11

1

2 2
11

2 ,
1 1

P P
p pp p pP

S I
p p p

T T T
x x xx x x

T x t O x
x x x

ββ

β β

− −
−− −−

−

∂
= −

∂ + ∆ ∆⎡ ⎤∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

+ + ∆
⎡ ⎤+ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

 

固相區鄰近界面的差分統御方程式為 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

2 1
11 1

1

2 11 1
11 1

1

2 2 1
11

2 ,
1 1

2 1 2 1 1
11

2 1
1 1

P Pj j
jj p pp j p p

S I
j p j p p

P Pj j
p p jp p p

S
p p p

f fT T
tx xx x x

f T x t
x x x

f f
T T

x x tx x x

f
T

x x x

α α
ββ

α
β β

α α
ββ

α
β β

− −
−− −

−

− −− −
−− −

−

⎡ ⎤
− +⎢ ⎥

∆⎡ ⎤ + ∆ ∆∆ + ∆ + ∆ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

+
⎡ ⎤+ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

=

⎡ ⎤− −
− + −⎢ ⎥

+ ∆ ∆ ∆⎡ ⎤∆ + ∆ + ∆ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
−

−
⎡ ⎤+ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

( ) ( ),
I

x t O x+ ∆

        (38b) 

液相區鄰近界面的差分統御方程式為 

( )

( ) ( )

( )

1 1 2

1 2
2 1 2 1 2

1
1 1 2

2 1

2 ,
( ) ( )

2 1 2
( ) ( )

2 1
,

( ) ( )

2 1 1
( )

L j I
p j p p j p p

P Pj j
p p j p j p p j p p

L j I
p p p p p

p p p

f T x t
x x x x x

f fT T
x x x t x x x x

f
T x t

x x x x x

f
x x x t

α
β β

α α
β β

α
β β

α
β

+ + +

+ +
+ + + + +

−
+ + +

+ +

⎡ ⎤∆ − ∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦
⎡ ⎤

− + +⎢ ⎥
∆ ∆ − ∆ ∆ ⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ + ∆⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

−
−

⎡ ⎤∆ − ∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦

−
+ −

∆ ∆ − ∆ ∆
( )

1 21 1
2 1 2

2 1
( )P Pj j

j p p p p

f
T T

x x x x
α

β+ +− −
+ + +

⎡ ⎤ −
−⎢ ⎥

⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ + ∆⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (39b) 

 

溫度和濃度的差分式形式相同。 
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界面熱傳差分式： 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

11
2 1

11 1

1 1

1

2 1 2

11( ) ( )
11

2 1

1 1

2

S j p pS j pj j
v P Pj j

j j p pp j p p

S j p p j j
M LI j

jj p j p p

L p p j p p

K x xK xS t S t
L f T T

t x xx x x

K x x S t S t
T mC t

tx x x

K x x x x

ββ

ββ

β

µβ β

β

−−
− −

−− −

− −

−

+ + +

⎧ ⎡ ⎤+ ∆ + ∆+ ∆− ⎪ ⎣ ⎦= −⎨∆ ⎡ ⎤ + ∆ ∆∆ + ∆ + ∆⎪ ⎣ ⎦⎩
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ∆ + ∆ −⎣ ⎦+ + −⎢ ⎥

∆⎡ ⎤+ ∆ + ∆ + ∆ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∆ ∆ − ∆ + ∆
+

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

2
1

2 1 1 2

1 2 1
1 2

2 1 2 1 2

1

1 1

1
1

1

j j
M LI j

jp p j p p j p p

L p j p p L p j p
p P jj

p p j p p p j p p

S j p

p j p

S t S t
T mC t

tx x x x x x

K x x x K x x
T T

x x x x x x x

K x
f

x x x

µβ β

β β

β β

β

β

−

+ + + +

+ + +
+ +

+ + + + +

−

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎣ ⎦ + −⎢ ⎥
∆⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ ∆ − ∆ + ∆ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎫⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆ ∆ − ∆ ⎪⎣ ⎦− + ⎬

⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ ∆ ∆ − ∆ + ∆ ⎪⎣ ⎦ ⎭

+ ∆
+ −

∆ + ∆ + ∆

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

1 1
2 11 1

1 11

1 1 1 2
1

11 1 1

1 1 2

1 1 1 1

1

1

2 1

1 1

2

S j p p
P Pj j

j p pp

S j p p j j
M LI j

jj p j p p

L p j p p

p j p p j

K x x
T T

x x

K x x S t S t
T mC t

tx x x

K x x x

x x x

β

β

β

µβ β

β

β β

− −

− −− −
− −−

− − − −
−

−− − −

+ − +

+ − + −

⎧ ⎡ ⎤+ ∆ + ∆⎪ ⎣ ⎦−⎨
⎡ ⎤ + ∆ ∆⎪ ⎣ ⎦⎩

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ∆ + ∆ −⎣ ⎦+ + −⎢ ⎥
∆⎡ ⎤+ ∆ + ∆ + ∆ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦+
∆ − ∆ ∆ −( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1 2
1

12

1 1 2 1 1
1 2 11

2 1 1 2 1 1 2

j j
M LI j

jp p

L p j p p L p j p
p P jj

p p j p p p j p p

S t S t
T mC t

tx x

K x x x K x x
T T

x x x x x x x

µ

β β

β β

− −
−

−+

+ − + + −
+ + −−

+ + − + + − +

⎡ ⎤−
+ −⎢ ⎥

∆⎡ ⎤∆ + ∆ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎫⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆ ∆ − ∆ ⎪⎣ ⎦− + ⎬

⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ ∆ ∆ − ∆ + ∆ ⎪⎣ ⎦ ⎭
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界面溶質守恆差分式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

1
1

1
2 1

11 1

1

1

1 2

1 1

11
C

11

2 1

1 1

2( )

(

j j
LI j LI j

j

S j p pS j p
P Pj j

j p pp j p p

S j p p
LI j

j p j p p

L p j p p

p

S t S t
k fC t f C t

t

D x xD x
f C

x xx x x

kD x x
C t

x x x

D x x x

x

ββ

ββ

β

β β

β

−
−

−

− −
−− −

−

−

+ +

′ −⎡ ⎤′− + −
⎣ ⎦ ∆

⎧ ⎡ ⎤+ ∆ + ∆+ ∆⎪ ⎣ ⎦= −⎨
⎡ ⎤ + ∆ ∆∆ + ∆ + ∆⎪ ⎣ ⎦⎩

⎡ ⎤+ ∆ + ∆⎣ ⎦+
⎡ ⎤+ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦

⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦+
∆

( )

( ) ( )
( )

( )

1 1 2

1 2 1
1 2

2 1 2 1 2

11
2 1

1 1 1

) ( )

( ) ( )
C C

( ) ( )

11
1

1

LI j
j p p j p p

L p j p p L p j p
P Pj j

p p j p p p j p p

S j pS j p
P j

p j p p

C t
x x x x

D x x x D x x
x x x x x x x

D xD x
f C

x x x

β β

β β
β β

ββ

β

+ + +

+ + +
+ +

+ + + + +

−−
− −

− − −

⎡ ⎤− ∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦
⎫⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆ ∆ − ∆ ⎪⎣ ⎦− + ⎬∆ ∆ − ∆ ⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ + ∆ ⎪⎣ ⎦ ⎭

+ ∆ + ∆+ ∆
+ − −

⎡ ⎤∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦ ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

1
1 1

1 1

1 1
1

1 1 1

1 1 2
1

1 1 1 1 2

1 1 2

C
1

2 1

1 1

2( )

( ) ( )

( )

p
P j

j p p

S j p p
LI j

j p j p p

L p j p p
LI j

p j p p j p p

L p j p p

p

x

x x

kD x x
C t

x x x

D x x x
C t

x x x x x

D x x x
x

β

β

β β

β

β β

β

−

− −
− −

− −

−

− − −

+ − +
−

+ − + − +

+ − +

⎧ ⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦
⎨

+ ∆ ∆⎪⎩
⎡ ⎤+ ∆ + ∆⎣ ⎦+

⎡ ⎤+ ∆ + ∆ + ∆⎣ ⎦
⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦+

⎡ ⎤∆ − ∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦

⎡ ⎤∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦−
∆

1 1
1 21 1

2 1 1 2 1 1 2

( )
C C

( ) ( )
L p j p

P Pj j
p j p p p j p p

D x x
x x x x x x

β
β β

+ −
+ +− −

+ + − + + − +

⎫∆ − ∆ ⎪+ ⎬∆ − ∆ ⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ + ∆ ⎪⎣ ⎦ ⎭

 

 
最接近界面位置的溫度和濃度： 

 

( )

( ) ( )

( )

22
31

1 1 2
1 1

1 2 1

1 1 2

2 1 1
1 2

2 1 2 1 2

2

,
( ) ( )

( ) ( )

P
P P P

P P

P p P
L I

p p p p p

p p P P p
P P

p p p p p p p

xT TT T x O x
x x

x x x
T x t

x x x x x

x x x x x
T T

x x x x x x x

β β

β β
β β

+
+ +

+ +

+ + +

+ + +

+ + +
+ +

+ + + + +

∆∂ ∂
= − ∆ + + ∆

∂ ∂

∆ ∆ + ∆
=

⎡ ⎤∆ − ∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦

∆ ∆ + ∆ ∆ ∆
− +
∆ ∆ − ∆ ⎡ ⎤∆ ∆ − ∆ + ∆⎣ ⎦
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符號說明 

1 2 3 4 5, , , ,B B B B B ：常數 

LC ：液相溶質濃度 

LIC ：液相固化介面的濃度 

LC ∞：液相初始濃度 

SC ：固相溶質濃度 

SIC ：固相固化介面的濃度 

SC ∞：固相初始濃度 

eD ：轉換後的溶質擴散係數 

LD ：液相溶質擴散係數 

SD ：固相溶質擴散係數 

k: 平衡分離係數(equilibrium segregation coefficient)  

LK ：液體的熱傳導係數 

SK ：固體的熱傳導係數 

Lv：單位體積液體所含的潛熱 

m：液相線斜率( liquidus slope ) 

( )S t :固化介面 

t:時間 

V:固化介面移動速度 

LT ：液相溶質溫度 

LIT ：液相固化介面的溫度 

LT ∞：液相初始溫度 

ST ：固相溶質溫度 

MT ：純物質的平衡溫度(熔點) 

SIT ：固相固化介面的溫度 
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w :固化作用所導致的液相對流速度 

x:位置座標(介面成長方向) 

( )x i ：第 i個格點的位置座標 

y:位置座標 

z:位置座標 

eα ：轉換後的液相熱擴散係數 

Lα ：液相熱擴散係數  

Sα ：固相熱擴散係數 

β：數值計算的格點分率 

Γ：表面張力效應係數 

λ：固化介面成長係數( parabolic growth rate ) 

ε：固液密度差的和液體密度的比 

Lρ ：液相密度 

Sρ ：固相密度 

µ：動力效應係數 

ξ：變數變換 

 

上標 

0：原本 similarity solution的解 

1：small perturbation的解 
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圖(一) 雙元合金的平衡相圖 

 

 

 

圖(二) 過冷度 ( )M IT T T∆ = − 與界面速度 V 的關係圖 
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圖(三) 無限域固化示意圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(四) 格點和界面的示意圖 
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圖(五) 數值計算的流程圖 

未知數有 ST 、 LT 、 SC 、 LC 、

( )S t 、β、 ( )LIC t ，β可由 ( )S t

求得，所以未知數共有 6個 

四個統御方程式和界面能

量、質量守恆式的差分式，初

始條件 4個，邊界條件 4個，

溫度和濃度界面條件 4個 

設定計算參數：權重係數ｆ，時間間距 dt，

格點分布及密度，給定 ( )0S 、 0β 、 ( )0LIC  

時間為 jt ，以上ㄧ個時間， 1jt − ，的 S與 LIC 做為第一次

疊代的初猜値，即： ( ) ( )11j jS t S t −= 、 ( ) ( )11LI j LI jC t C t −=  

利用 4個統御差分方程式算

出一組新的 ST 、 LT 、 SC 、 LC

( )jS t 、 ( )LI jC t 收斂，前進至下一個時間 1jt +  

新的 ST 、 LT 、 SC 、 LC 帶入界面條

件算出： ( )j n
S t 、 j n

β 、 ( )LI j n
C t  

j=j+1 

( ) ( )
( )

61 10
j jn n

j n

S t S t

S t
−−

−
<
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圖(六 a)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(六 b) 初始條件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = ，圖(a) 

為固化界面位置和時間的關係圖；曲線從上至下分別為：第一組相似

解，第四組、第三組、第二組的數值解固化界面和時間的關係曲線。圖

(b)為界面濃度和時間的關係圖；曲線從下至上分別為：第一組相似解，

第四組、第三組、第二組數值解的固化濃度和時間的關係曲線。 
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圖(七)  初始條件為 10, 40, 0 %, 0 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = 的界面位置 

和時間的關係圖。橫座標為時間(t)，縱座標為界面位置 S(t)；上方曲

線為μ=∞的數值解的界面位置和時間的關係曲線，下方曲線為μ=33

的數值解的界面位置和時間的關係曲線。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

μ=33和μ=∞的純物質固化界面位置和時間的關係圖
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圖(八) 初始條件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = 的界面 

   位置和時間的關係圖。橫座標為時間(t)，縱座標為界面位置 S(t)；上 

   方曲線為μ=∞的數值解的界面位置和時間的關係曲線，下方曲線為μ 

   =33 的數值解的界面位置和時間的關係曲線，可見兩條幾乎重疊。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(九) 初始條件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = 的界面 

   濃度和時間的關係圖。橫座標為時間(t)，縱座標為界面濃度 ( )LIC t ；下 

   方曲線為μ=33 的界面濃度和時間的關係曲線，上方曲線為μ=∞的界面 

   濃度和時間的關係曲線，兩條線最後有重疊的趨勢。 

數值解的μ=33和μ=∞的界面位置和時間的關係圖
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圖(十 a)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖(十 b)  

 

初始條件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = ，圖(a) 

為界面位置和時間的關係圖；圖(b)為界面濃度和時間的關係圖。上方曲線皆為

有限域數值解的關係曲線，下方曲線為皆無限域相似解的關係曲線，上下兩條在

剛開始固化幾乎重疊。 
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圖(十一) 初始條件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = 的不同 

 時間的系統溫度和位置的關係圖。橫座標為系統位置(cm)，縱座標為 

 系統溫度(K)；由上至下的曲線固化時間分別為： 100、250、500、1000、 

 2000 秒。 
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圖(十二) 初始條件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = 的界 

 面位置和時間的關係圖。橫座標為時間(t)，縱座標為界面位置 S(t)； 

 上方曲線為有限域定溫邊界的界面位置和時間的關係曲線，下方曲線 

 為無限域的數值解的界面位置和時間的關係曲線。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(十三) 初始條件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = 的界 

 面濃度和時間的關係圖。橫座標為時間(t)，縱座標為界面濃度(wt%)。 
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圖(十四) 初始條件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = 的系 

 統溫度和位置的關係圖。橫座標為系統位置(cm)，縱座標為系統溫度 

 (K)；由上至下的曲線固化時間分別為：100、650、1900、15900 秒。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(十五) 初始條件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = 的界 

 面位置和時間的關係圖。橫座標為時間(t)，縱座標為界面位置 S(t)； 

 上方曲線為預測有限域定溫邊界固化界面位置式子所畫出來的曲線， 

 下方曲線為有限域定溫邊界的界面位置和時間的曲線。 
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估計式和實際的合金有限域定溫邊界的界面位置和時間的關係圖

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

時間(sec)

界
面
位
置
(c
m
)

有限域定溫邊界固化界面位置和時間的關係曲線

預測有限域定溫邊界固化界面位置的公式所推出的界面位置



 

79
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(十六) 初始條件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = 的不 

 同系統長度有限域定溫邊界的界面濃度和時間的關係圖。橫座標為時 

 間(t)，縱座標為界面濃度(wt%)；從左到右的曲線分別為系統長度為 

 L=10、20、30、40、50cm，最高的界面濃度皆為 2.29wt%。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(十七) 初始條件為 15, 24, 0.5 %, 2.2 %L S L ST T C wt C wt∞ ∞ ∞ ∞= = − = = 的有 

 限域定溫邊界的最高界面濃度出現時間和系統長度的關係圖。橫座標 

 為系統長度(cm)，縱座標為最高界面濃度出現的時間 S(t)。 
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不同系統長度的有限域界面濃度和時間的關係圖
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圖(十八) 固液密度差所引發的對流效應的無限域固化示意圖 
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圖(十九) 液相初始溫度 LT ∞和固化界面成長係數λ的關係圖；初始條件為 

 24, 0.5 %, 2.2 %S L ST C wt C wt∞ ∞ ∞= − = = 。橫座標為固化界面成長係 

 數λ，縱座標為初始液相溫度 LT ∞；細線為 0ε = ，粗線為 0.111ε = 。 
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圖(二十) 不同 m的液相初始溫度 LT ∞和固化界面成長係數λ的關係圖。 

         橫座標為固化界面成長係數λ，縱座標為初始液相溫度 LT ∞；初始條件 

    為 24ST K∞ = − , 2.2 %SC wt∞ = , 0.5 %LC wt∞ = ；由上到下 m分別為 
         0、-0.7、-1.5、-2.33、-3.0。 
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圖(二十一) 53.0 10LD −= × ，不同 SD 的液相初始溫度 LT ∞和固化界面成長係數λ 

   的關係圖。橫座標為固化界面成長係數λ，縱座標為初始液相溫度 

   LT ∞；初始條件為 24ST K∞ = − , 2.2 %SC wt∞ = , 0.5 %LC wt∞ = ；由上到 

   下 SD 分別為 91.0 10−× 、 73.0 10−× 、 63.0 10−× 、 51.0 10−× 、 53.0 10−× 。 
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圖(二十二) 91.0 10SD −= × ，不同 LD 的液相初始溫度 LT ∞和固化界面成長係數λ 

   的關係圖。橫座標為固化界面成長係數λ，縱座標為初始液相溫度 

   LT ∞；初始條件為 24ST K∞ = − , 2.2 %SC wt∞ = , 0.5 %LC wt∞ = ；曲線由 

   下到上 LD 分別為 6 5 53.0 10 ,1.0 10 ,3.0 10 ,− − −× × × 4 41.0 10 ,3.0 10− −× × 。 
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圖(二十三) 不同 SC ∞的液相初始溫度 LT ∞和固化界面成長係數λ的關係圖。橫座 

   標為固化界面成長係數λ，縱座標為初始液相溫度 LT ∞；初始條件為 

   24 ,ST K∞ = − 0.5 %LC wt∞ = ；曲線由上而下分別為： SC ∞ = 0.0、0.5、 

   1.5、2.2、3.0wt%。 
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圖(二十四) 不同 LC ∞的液相初始溫度 LT ∞和固化界面成長係數λ的關係圖。橫座 

   標為固化界面成長係數λ，縱座標為初始液相溫度 LT ∞；初始條件為 

   24 ,ST K∞ = − 2.2 %SC wt∞ = ；曲線由上而下分別為： LC ∞ = 0.0、0.5、 

   1.0、1.5、2.2wt%。 
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圖(二十五 a) 
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圖(二十五 b)  

初始條件為 24ST K∞ = − , 29LT K∞ = , 2.2 %SC wt∞ = , 0.5 %LC wt∞ = 的界面位置和時

間的關係圖。橫座標為時間(t)，縱座標為界面位置 S(t)；(a)和(b)粗線的界面

濃度分別為 2.1335wt%和 0.807371wt%的數值計算界面位置和時間的關係曲線，細

線則為相似解的界面位置和時間的關係曲線。 



 1

出國參加國際會議報告 
IMAPS 40th International Symposium on Microelectronics 

San Jose, CA U.S.A. 
Nov.11 ~ Nov.15, 2007 

 
一．與會動機與目的 

由 International Microelectronics and Packing Society (IMAPS)舉辦的國際
學術及科技研討會，每年都吸引來自世界各大學、研究單位，以及工業界人

士的參與，接觸面極為廣泛。因此基於以下理由及目的，積極參與該大會的

論文發表及研討。 
（１）與相關的科技界人士交換研究心得。 
（２）瞭解目前世界各地在相關研究領域的發展。 
（３）增進世界各地相關研究單位對台灣及台灣大學的認識。 
 

二．與會經過及心得 
今年由 IMAPS舉辦的第四十屆國際微電子科技研討會於美國加州聖荷西
市的McEnergy國際會議中心(McEnergy Convention Center)舉行；會議的進

行自十一月十一日至十一月十五日止，共計五天。今年研討會的主題包括微

機電製程與封裝、材料製程技術、奈米科技以及光電整合及熱處理等議題。

除了研究論文的發表以及討論之外，大會尚安排了資深研究人員對於相關新

科技發展現況的演講，以及相關的專業課程，與會人員可依個人意願報名繳

費參加。 
此次與會發表的論文為“Experimental Investigation of Vapor Chamber”，安

排於十一月十四日下午進行口頭報告。該場次的論文發表主要以“熱處理技

術與分析方法”為討論的課題。所發表的論文主要在以實驗的方式分析將毛

細熱板應用於電子元件的散熱性能，並與相同尺寸的銅板比較其熱傳導係

數。實驗結果顯示，毛細熱板不僅具有較高的熱傳導係數，且能有效緩和電

子元件散熱時常出現的熱點現象，避免電子元件因溫度過高而燒毀。因此將

毛細熱板應用於電子元件的散熱，確實具有較優越的散熱性能，並且能有效

延長電子元件與電子設備的使用壽命。會後並與有興趣的人士交換意見及研

究心得。 
 

三．携回資料 
收集與發表論文相關以及感興趣的研究論文和資料。 

 
四．誌謝 

此次參與研討會的經費擬由國科會九十五年度核予個人研究計畫之出國

經費下支付，謹此誌謝。 
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五．附件 
研討會議程。 

 

 

 

 

 



 3

 
 
 

 


