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一、中英文摘要

隨著工程分析複雜度的提高，有限元素
分析的運算量與所需分析時間日益增加，使
得平行有限元素計算技術逐漸受到重視。然
而平行有限元素分析仍有許多尚未圓滿解決
的問題，至今並沒有一種方法，能將任何工
程問題之有限元素數值分析，高效率地平行
化。尤其在有限元素網格形狀不規則的情況
下，平行有限元素計算之效率將更難提高。
平行子結構法是目前平行有限元素計算
領域中，較廣為使用的方法。為了解決目前
平行子結構法在效率上的瓶頸，本研究針對
平行子結構法中可能影響其平行效率之因
素，包括對於自動網格分割演算法與子結構
內結點重新編號的研究與測試，以及探討多
階層平行子結構法與平行求解界面自由度。

關鍵詞：平行計算、有限元素計算、平行子
結構法、自動網格分割、子結構結點重新編
號

Abstract

In the past two decades, finite element
method has become a common computational
approach for solving complicated engineering
problems. In recent years, the scale and
complexity of engineering computations have
increased significantly. Therefore, considerable
research efforts have been devoted to the area
of parallel finite element computations for
obtaining more computing power and for
achieving better computational efficiency.
However, several issues still need to be
addressed before parallel finite element
analysis can be easily and feasibly used for

solving general large-scale and computation-
intensive engineering problems.

In this work, the focus is placed on
improving the efficiency of a popularly used
parallel finite element approach, namely
parallel substructure method. Several issues
related to the efficiency of parallel substructure
method are carefully investigated in this work.
These issues include: (1) mesh partitioning for
balance of computational loads among
processors and for minimization of inter-
process communication, (2) substructure nodal
renumbering for minimizing condensation
computations using general sparse matrix
technique. In addition, parallel multi-level
substructure method and parallel equation
solvers for solution of interface degrees of
freedom using concurrent processors are
discussed. Several examples are used in this
work for studying the efficiency of the
improved parallel substructure method
proposed.

Keywords: Parallel computing, Finite element
analysis, Parallel substructure method,
Automatic mesh partitioning, Substructure
Nodal Renumbering

二、緣由與目的

近十年來，高速電腦的發展已逐漸走向
平行化，利用多個處理器(processors)同時運
作，來達到整體運算速度的提升。由於平行
電腦與傳統循序電腦的運作方式有所不同，
因此有限元素法的演算流程與平行電腦計算
架構之間的彼此相互關係則日顯重要。但是
早期關於有限元素法的研究，大多並未考慮
其演算法的平行化可行性，而仍重於循序式



2

的計算流程。故至今有限元素分析領域，仍
缺乏一個通用而很有效的平行演算法，可充
份利用現今的高速電腦。
在有限元素結構分析方面，隨著工程問
題複雜度與其所需的分析精確度提高，有限
元素計算所需的運算量亦日益龐大。大型有
限元素結構模型之非線性分析、動力歷時分
析、與結構最佳化設計，往往耗去大量的運
算時間。雖然目前電腦硬體科技仍在進步，
對於一些精確度要求較高的工程分析問題，
其數值計算速度有時仍不足以應付工程分析
之需求[1,2]。若是在結構設計階段，欲對結
構體進行最佳化設計，其疊代過程所需的運
算量將更可觀。
近年來由於工作站與個人電腦的普及與
其運算性能的提昇，使工程界與學術界利用
數台工作站或個人電腦進行平行有限元素分
析的可行性大幅提高。利用平行處理技術，
將原本的問題分割為數個較小的子問題，再
將每個子問題分配予各電腦進行運算，不但
對整體運算速度有所助益，亦能減少單一電
腦的記憶體負荷。然而平行有限元素分析仍
有許多尚未圓滿解決的問題，即使是基本的
線性靜力分析問題，目前並沒有一種方法能
保證在任何情況下均能達到高效率的平行計
算。以目前廣為使用的平行子結構有限元素
計算為例，如何使各處理器所分配到的運算
量平衡並有效控制其整體運算量，以提高平
行效率，都是目前仍有待進一步研究的課題
[3-5]。
本研究對目前平行子結構法在效率上所
面臨的瓶頸提出解決的方法，以提升平行子
結構有限元素計算，在網路平行電腦上之計
算效率。高效率的平行子結構計算，一方面
將有助於縮短工程分析的時間與提高更精細
工程分析的可行性，另一方面將減少大型結
構分析所需的硬體成本，使一般的學術界與
工程界更有能力進行大型的結構分析。本研
究之成果，將有助於工程界與學術界應用平
行有限元素計算技術，一方面減少結構分析
所需時間，另一方面能在有效時間內，完成
更精確之結構分析。

三、結果與討論

本研究主要完成的工作有四項：(1) 建立
個人電腦叢集平行計算系統； (2) 開發一套

子結構有限元素運算程式庫 FE2000； (3)提
出一套改良式網格分割機制；(4)研究與測試
子結構結點重排對於平行效率之影響。
本研究以六台個人電腦與網路設備，配
合 Linux 作業系統與 MPI 訊息傳遞程式庫
[6]，組成一套個人電腦叢集系統，作為平行
有限元素結構分析之測試環境(如圖 1)。本研
究並以 LINPACK 標準測試程式與本研究上
年度所整合的物件導向平行有限元素計算環
境 (編號 NSC 87-2211-E-002-034)，進行該個
人電腦叢集之測試。表 1為本研究利用去年
度所整合之平行計算環境[7]，進行個人電腦
叢集系統與 IBM/SP2(66MHz型)平行工作站
的計算效率之比較結果。詳細的測試結果請
參考本研究完整報告。結果顯示，本研究之
個人電腦叢集較 IBM/SP2(66MHz)快約
32%。這顯示個人電腦叢集具有相當的潛
力，作為未來工程或研究單位主要的高速運
算硬體資源。
本研究參照有限元素計算程式庫

FE++[8]、PFE++[9]與本研究之上年度計畫之
計算環境，開發一套有限元素計算程式庫
FE2000。重新開發 FE2000 程式庫主要是為
了提供一套架構簡潔的程式庫，以作為平行
子結構有限元素計算效率之相關研究的工
具。表 2為其循序與平行計算之比較範例測
試結果。表格中之 NSC87表示上年度開發與
整合之計算環境，FE2000表示本年度開發之
程式。詳細的測試結果請參考本研究完整報
告。測試結果顯示，FE2000之計算效率優於
本研究上年度之計算環境約 28 %，較適合作
為進行平行效率研究之工具。
為了達到各處理器(或各子結構)之運算
量平衡，本研究針對網格分割演算法進行修
改，並提出一套網格分割疊代機制。為了達
到較好的網格分割結果，本研究提出一個網
格分割疊代機制。目前本研究以METIS圖分
割程式庫[10]為本研究網格分割機制的運作
核心。本研究所採用的疊代機制，是利用
METIS所提供之各種關於圖權重功能。 在疊
代過程中，每進行一次網格分割，該機制即
重新調整各元素之權重，期能使得進行下一
疊代之網格分割時，具有較多界面結點之子
結構，擁有較少的元素數目，以達較好的運
算量平衡。表三為使用原本METIS進行網格
分割與搭配本研究之網格分割疊代機制，所
進行之測試結果。詳細的測試結果請參考本
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研究完整報告。測試結果顯示，本研究之網
格分割疊代機制，大致上不但能使各子結構
運算量較為平衡，有時亦能減少子結構間界
面結點的數目，減少界面自由度求解時間，
提高平行效率。
為了有效控制子結構法運算量的增加，
本研究亦進行子結構結點重排方面之研究。
除了本研究過去使用的 MMD (Multiple
Minimum Degree)重排法[11]之外，本研究並
將 ND(Nested Dissection)[12] 與 MSMD
(Multi-Stage Minimum Degree)重排法[13]，應
用於各子結構矩陣重排。其中，MSMD演算
法本身即考慮子結構結點重排限制，而
MMD 與 ND 法則是經重排後，再經強制修
正，使其重排結果滿足子結構重排限制。表
四為採用MMD與MSMD不同子結構結點重
排法所測試之結果。詳細的測試結果請參考
本研究完整報告。研究與測試結果顯示，
MSMD 子結構結點重排演算法相對優於其
它演算法。在靜態濃縮時間方面，MSMD法
較去年使用之MMD法節省約 20%的時間。
表 5 之左邊數據為採用 METIS 程式庫與
MMD 法進行網格分割與子結構結點重排，
右邊數據為採用網格分割疊代機制與
MSMD子結構結點重排法。這顯示同時採用
此兩法，將可以明顯地縮短平行子結構有限
元素分析所需的時間。
為了更進一步提高平行子結構法之平行
化程度，本研究研讀多階層子結構法
(multi-level substructuring)之流程，並與本研
究採用的單層平行子結構法之流程進行比
較，並探討多階層平行子結構法之可行性。
整體而言，經過本研究重新撰寫 FE2000
程式庫、提出改良式網格分割機制，並引入
MSMD子結構結點重排法，均有助於平行子
結構法之計算速度提升。此外，經初步測試，
本研究之 FE2000 程式庫，可以支援多階層
子結構計算。此法若能完成，預期將能有效
地改善邊界自由度方程式求解時間過長的問
題。這些研究成果，將作為未來進行結構非
線性動力歷時分析之平行有限元素計算的基
本工具，以有效縮短結構非線性動力歷時分
析所需之運算時間。

四、計畫成果自評

本研究基本上已完成預期之工作項目。

研究中除了建立一套個人電腦叢集系統，並
開發一套平行有限元素運算程式庫之外，本
研究並研究與嚐試多種開於平行有限元素計
算效率之因素與方法。整體而言，本研究大
幅地提升平行子結構有限元素計算之效率，
縮短整體分析之時間。
如前所述，本研究成果與當初預期目標
相當符合。唯在求解界面自由度計算方面，
並未採用平行線性聯立方程式求解法。研究
過程中，本研究亦研讀多階層子結構法，預
期此法將可能有助於減少求解界面自由度計
算時間。此法的實作與測試將列為本研究下
年度之研究目標之一。
本研究已將利用個人電腦叢集系統進行
平行有限元素計算之研究成果，投稿於國內
期刊，目前正審稿中。本研究所提出的網格
分割疊代機制，目前已發表於 EASEC-7研討
會[14]。在子結構結點重排方面，雖其矩陣
重排法為已被提出的演算法，但目前卻不見
將其應用於結構計算方面，用以控制子結構
法之整體運算量。故在子結構結點重排方面
之研究成果，稍作整理之後，應可發表於學
術期刊。
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圖 1 本研究建立之個人電腦叢集系統

表 1 個人電腦叢集測試比較結果

IBM/SP2 (66MHz)
(RST, Np=4)

個人電腦叢集(P II 350)
(RST, Np=4)

網格名
稱
各處理器靜
態濃縮總時
間(秒)

平行計算時
間(秒)

各處理器靜
態濃縮總時
間(秒)

平行計算時
間(秒)

M 1 2 B D 5.4 11.4 2.5 7.8
BLADE 111.1 117.2 67.5 64.4

20STORY01 91.6 148.4 75.2 88.7
C-BUILDIN 50.4 50.4 36.1 32.5
E-BUILDIN 61.8 68.7 45.7 43.6
總計 320.3 396.1 227.0 241.0

表 2 NSC87 與 FE2000 之測試比較結果
NSC87 FE2000

網 格 名 稱
循序計算 平行計算

(RST,Np=4)
循序計算 平行計算

(RST,Np=4)
M 1 2 B D 13.3 7.8 6.3 2.6
BLADE 100.1 64.4 82.1 51.7

20STORY01 76.5 88.7 51.5 69.3
C-BUILDIN 48.7 32.5 30.8 21.0
E-BUILDIN 61.4 43.6 39.1 29.7
總計 300.0 241.0 209.8 178.3

表 3 網格分割疊代機制測試比較結果
平行子結構分析時間(秒)

網格名稱 未採用
(僅使用METIS)

採用此機制

BLADE (Np=4) 67.4 45.4
E30STORY (Np=4) 89.4 64.5
總計 156.8 109.9

表 4 各種子結構結點重排法比較
平行子結構靜態濃縮總時間(秒)
(使用 RST 法分割為 4 個子結構)網格名

稱 MMD
(METIS)

MMD
(SPOOLES)

ND
(METIS)

MSMD
(SPOOLES)

M 1 2 B D 2.2 2.5 3.0 2.3
BLADE 61.5 76.2 49.9 48.6

20STORY01 48.1 49.1 60.4 38.4
C-BUILDIN 30.0 29.7 30.3 22.2
E-BUILDIN 33.5 36.0 39.5 28.8
總計 175.3 193.5 183.1 140.3

表 5 同時採用網格分割疊代機制與 MSMD 子
結構重排法之測試結構

平行子結構分析時間(秒)
網格名稱 未採用

(僅使用METIS)
採用此二法

BLADE (Np=4) 67.4 38.4
E30STORY (Np=4) 89.4 59.6
總計 156.8 98.0
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