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技術說明 

本創作為全世界第一套適用於微奈米機電系統之

EDA(Electronic Design Automation)模組 FEWOR（Finite Element
With Order Reduction，有限元素降階精簡模型之整合模擬系統）。
此開發出的系統非但能處理三維之幾何結構，其計算效率更將是傳

統方法的一百至一千倍。針對線性系統，我們將建立完整的有限元

素模型，並配合採用 Arnoldi-based 降階演算法[1][2]將原完整系統
之龐大矩陣做降階。針對非線性系統，第一種為片段線性化法

(piecewise linear method)[3]，將非線性的問題分為許多子線性模型
之組合以近似原系統，並再分別對每個子線性系統作 Arnoldi 降階
演算，最後組合所有的子降階系統並配合相對之權重函數，以得出

原非線性系統的降階模型。另一類非線性系統分析法則為

Galerkin-based 降階演算法，最主要是利用 Karhunen-Loeve
Decomposition[4][5]求出模型基底函數(basis function)，再由這些基
底函數以求得原系統的降階精簡模型。 

可利用之產業 

及 

可開發之產品 

微機電產業，微機電設計分析之平台 

技術特點 
此開發出的系統非但能精確計算三維之微機電之幾何結構的反

應，其計算效率更將是傳統方法的一百至一千倍。 

推廣及運用的價值 可推廣至國內微機電產業的元件研發團隊，協助加速元件設計流程
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行政院國家科學委員會專題研究計劃期中成果報告 
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在微奈米機電元件之開發與應用 
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主持人 : 楊燿州     臺大機械系助理教授 

參與計畫人員 :   顏柏青  簡志民 

 
 

一.摘要 

中文摘要 

 
本計劃之目標在於發展全世界第一套適

用於微奈米機電系統之 EDA(Electronic 
Design Automation)模組 FEWOR（ Finite 
Element With Order Reduction，有限元素降
階精簡模型之整合模擬系統，發音

同”fewer”）。預計此開發出的系統非但能處理
三維之幾何結構，其計算效率更將是傳統方

法的一百至一千倍。計劃的研究重點，將致

力於三次元微奈米機電系統元件物理現象耦

合之有限元素數值分析模型（包括線性與非

線性），並研究降階精簡模型模組建立之演算

法，發展出精簡模型建立之整合計算軟體。 
 
Abstract 
 

This goal of this research is to develop 
the first finite-element reduced-order simulation 
platform for MNEMS systems, the FEWOR 
((Finite Element With Order Reduction, 
pronounced as ”fewer”), which is not only 
capable of solving 3D grometries, but also is 
expected to be about 100 to 1,000 times 
efficient than the methods that are widely used 
in the industries.  The core technologies of this 
platform are the Galerkin-based algorithm and 
the Arnoldi-based algorithm, which are used to 

generate low-order models from FEM 
approximations of multi-energy-domain MEMS 
systems. 
 
二.計畫緣由與目的 
微奈米機電產業近年來蓬勃發展，各

實驗室的原型（prototype）陸續開發成產品問
世；而奈米相關的研究更是當今研究的主

流。相對於積體電路產業而言，微奈米機電

相關的 EDA發展環境尚有極大的發展空間。
舉例而言，目前標準化的微奈米機電製程並

不多且限制極大，配合製程所發展出的元件

模型庫及設計工具庫之功能並不成熟，因此

在系統整合（包括微結構動力次系統、流體

阻尼次系統、靜電（磁）力次系統、驅動次

系統、感測次系統、電路控制系統等等）的

分析模擬多半無法進行，且精確度不高。而

更由於微奈米機電系統是一典型耦合(couple)
各不同領域的系統，許多耦合的效應的精確

物理 governing equations尚未被導出或完全被
瞭解，更遑論精確的數值分析及最佳化設

計。這些因素讓工程師在設計微奈米機電元

件時無法如設計積體電路般享有方便環境及

效率。 
此外，在許多狀況之下，暫態的分析

(transient analysis)的結果往往比靜態分析的
結果更具價值。但對於機械結構動力或流體

力學分面的暫態的分析，卻需要極大的電腦

計算資源（計算時間及記憶容量等），所以目
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前即使部分套裝軟體提供此功能，極少的研

究者應用於實際的例子中。如果更進一步要

進行“暫態的”耦合物理效應之分析，以現

在的電腦能力而言，在大部分的情形是相當

不實際的。 
本計劃發展的 EDA模組 FEWOR，

即是為了解決目前微奈米機電元件在系統分

析模擬所遇到之瓶頸而所開發的。FEWOR
模擬演算法模組其重點在於不論是線性甚或

是非線性的系統，皆能針對不同狀況建立精

簡且精準的暫態物理耦合之模型，且不受運

作模式的限制。此外，線性系統及非線性系

統模型縮降的演算法(model order reduction, 
MOR)採用的方法也大有不同，簡介如下： 

 
線性系統 
針對線性系統，我們將建立完整的有限

元素模型，並配合採用 Arnoldi-based 降階演
算法[1][2]將原完整系統之龐大矩陣做降階，
而由於此演算法的特性，即使新矩陣的級數

遠比原始矩陣小，但新矩陣動態模擬的結果

與原始矩陣的結果幾乎完全相同。 
 

非線性系統 
此處發展兩類型的降階演算模組。第一

種 為 片 段 線 性 化 法 (piecewise linear 
method)[3]，將非線性的問題分為許多子線性
模型之組合以近似原系統，並再分別對每個

子線性系統作 Arnoldi降階演算，最後組合所
有的子降階系統並配合相對之權重函數，以

得出原非線性系統的降階模型。另一類非線

性系統分析法則為 Galerkin-based 降階演算
法 ， 最 主 要 是 利 用 Karhunen-Loeve 
Decomposition[4][5]求出模型基底函數(basis 
function)，再由這些基底函數以求得原系統的
降階精簡模型。 

 
三.研究方法 

a.有限元素法計算核心 
本計劃將開發限元素法之計算程式，將

欲計算之區域網格化(meshing)後並配合各種
邊 界 條 件 以 建 立 三 次 元 的 數 值 模 型

（numerical model），並於發展的同時妥善建
立資料（物件）結構，以期在日後發展其他

領域之計算程式。目前本計劃將開發之有限

元素法程式有三次元側向阻尼計算程式

[6][7][8]及三次元熱傳導計算程式[9]，而其中
的計算支配方程式皆以 diffusion equation 的
型態出現，因此這裡推導其 3D有限元素法的
公式，首先支配方程式可簡化為下列的形式： 

t
uau

∂
∂

=∇2        (1) 

u 為系統變數(熱傳方程式中為溫度)，t 為時
間，a為可調整之係數 
之後利用分部積分的技巧，並配合計算網格

與邊界條件可將(1)式改為下列形式： 
[ ]{ } [ ]{ } { }eee QuKuM =+&      (2) 
而 mass matrix與 stiffness matrix分別如下： 

[ ] [ ] [ ]∫=
vol

T dvolNNaM      (3) 

[ ] [ ] [ ][ ]∫=
vol

T dvolBCBK      (4) 

其中 natural coordinate中的變數 x、y、z 與
global coordinate中的變數ξ、η、ζ在如(3)(4)
式中的積分可表示為下列的關係： 

( )

( )∫ ∫ ∫
∫

− − −
=

1

1

1

1

1

1
,,

,,

ζηξζηξ dddJF

dxdydzzyxf
vol    (5) 

再由(5)式可推導得： 

[ ] [ ] [ ][ ]∫ ∫ ∫− − −
=

1

1

1

1

1

1
ζηξ dddJNNaM Te   (6) 

[ ] [ ] [ ][ ][ ]∫ ∫ ∫− − −
=

1

1

1

1

1

1
ζηξ dddJBCBK Te   (7) 

(6)(7)式中 [C]為材料性質矩陣，  [J]則為
Jacobian矩陣並與[B]同列於下： 
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


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∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

ζζζ

ηηη

ξξξ

zyx

zyx

zyx

J
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     (8) 




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


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













∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

= −

ζζζ

ηηη

ξξξ

n

n

n

NNN

NNN

NNN

JB

L

L

L

21

21

21

1   (9)        m =    其中 ( )bkT
k

v
−AC  

(9)式中的 Nn 為如圖一所示，使用 global 
coordinate所定義出之計算公式，N1~N8分別

列於下： 
 

ξ 

η

ζ 
5 

1 
2 

6 

3 

4 

8 
7

 
圖一、global coordinate 變數定義示意圖 
 
N1 = 1/8(1- ξ)(1- η)(1- ζ)      (10) 
N2 = 1/8(1+ξ)(1- η)(1- ζ)      (11) 
N3 = 1/8(1+ξ)(1+η)(1- ζ)      (12) 
N4 = 1/8(1- ξ)(1+η)(1- ζ)      (13) 
N5 = 1/8(1- ξ)(1- η)(1+ζ)      (14) 
N6 = 1/8(1+ξ)(1- η)(1+ζ)      (15) 
N7 = 1/8(1+ξ)(1+η)(1+ζ)      (16) 
N8 = 1/8(1- ξ)(1+η)(1+ζ)      (17) 
 
b.線性Arnoldi降階演算法 
如果要將原龐大系統用 Arnoldi 演算法
“縮降”至一第ｋ階的小系統，首先假設原

線性系統可表為下列型式： 

in
T

in

vuy

vuu

⋅+⋅=

⋅+⋅=

DC

BA
vv

v&v

        (18) 

(18)式其轉移函數若以泰勒級數展開可寫為： 

D

DAAIC

+=

++++=

∑
∞

=

−−

0

221 )()(

k

k
k

T

sm

bsssT
v

K

    (19) 

此時可將 (19)式展開成第 q 階的 Krylov 
subspace： 

( ) ( ){ }bbbspanbK q
q

v
L
vvv

111 ,,, −−−− = AAA     (20) 

並可經由Arnoldi演算法穩定並循序漸進地求
出前 q項正交的向量{vi}∈Rn，如果陣列 Vq中

每個縱列(column)的向量為{ ，則原來動態
系統可改寫為： 

}iv

 
in

T

in

vuy

vuu

⋅+⋅=

⋅+⋅=

qq

qq

DC

ΒA
vv

v&v

       (21) 

其中 

DDCVC

BVBAVVA

q
T

qq

T
qqq

T
qq

==

==
      (22) 

由於 q 值遠小於原系統的階數，此簡化的動
態系統可直接經由一般系統分析軟體（或電

路分析軟體 SPICE）來進一步快速的計算出微
奈米機電複雜元件或整體系統的行為

[10][11]。 
 
c.非線性系統分析方法 
在非線性系統中主要有兩類型的分析方

法，其一為將非線性系統片段線性化

(piecewise linear)，主要是將非線性模型針對
不同狀態分別作線性化的展開，再將各個片

段線性的系統作 Arnoldi algorithm 降階計
算，最後將這些片段的降階系統組合，用來
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近似原非線性系統的解。此方法可以有效的

模擬出系統真實的解，但是在建構出片段線

性的系統時，需要先輸入一訓練輸入(training 
input)，再根據原系統所模擬的結果找出片段
線性的模型，此方法所得出之精簡模型與原

訓練輸入有很大的相關性，即外在環境的參

數可能會對系統輸出有較大的影響。 
另一類型用來分析非線性系統的方式為

Karhunen-Loeve Decomposition，此方法是利
用有限元素法模擬數次原系統，紀錄原系統

的暫態解 (snapshot)，再將此結果使用
Karhunen-Loeve Decomposition求出基底函數
(basis function)，並利用這些基底函數找出精
簡模型。 
介紹 Karhunen-Loeve Decomposition 之

前，先定義數個符號及函數，N 個任意的函
數，我們稱之為 snapshots，符號為{vn}，
n=1,2,…,N，要探討的重點是如何從這些
{vn}，找出最具代表性的的函數 )(xφ ，幾個數
學的符號如下： 

),( yxvn ：              函數空間中的函數 
{ }nv ：               所有 snapshots之組合      kφ       

由 於 是 對 稱 (symmetric) 且 正 定
(positive definite)的矩陣，由特徵值問題所求
出的特徵向量(eigenvector)，可代入(29)中找
出 ，特徵值依大小排列 ，

分別對應了 ， 對應了最大的特徵

值，也代表了{v

nkC

φφ ,1

nλλλ >>> ...21

2φ
Nφ,...,2 1φ

n}中最主要的結構， 對應第
二大的特徵值，也代表了{vn}次主要的結構，
依此類推，因此可以將非線性系統作幾次完

整的計算，紀錄不同時間的結果(snapshot)，
利用 Karhunen-Loeve Decompositon轉換為較
精簡的模型，以便我們可以快速且精確的計

算出系統的解。 

∫Ω
Ω= dxgxfgf )()(),( ：  函數空間中的內積

∑
=

≡
N

n
nn xv

N
v

1
)(1
：  所有平均 snapshots組合 

 
我們的目標為最大化  

),(

),( 2

φφ

φ
λ nv

=          (23) 

利用內積的定義： 

∫ ∫Ω Ω
= ')'()'()()(

),( 2

dxxvxdxxvx

v

nn

n

φφ

φ
 

{ } 'dx)'()()'()( xdxxxvxv nn φφ∫ ∫Ω Ω
=     (24) 

接著定義函數 如下： )',( xxk

∑
=

=

=
N

n

T
nn

nn

xvxv
N

xvxvxxk

1
)()(1

)'()()',(
       (25) 

以及線性運算子 R： 

∫Ω
•≡• ')',( dxxxkR        (26) 

因此可將(24)表示為 
{ }{ }∫Ω

== ),(),( 2 φφφφφ RdxRvn       (27) 

因此最大化的問題(23)，可以轉變為特徵值
(eigenvalue)的問題： 

λφφ =R           (28) 
將最大化(23)的λ，變為求出(28)中最大

的特徵值，利用 Schmidt-Hilbert technique，將
)(xφ 假設如下： 

)()( xvx k
k

k∑= αφ         (29) 

將(29)帶入(28)可得： 

∫ ∑ ∑Ω
=

N

n k
kk

T
nn dxxvxvxv

N 1
')'()'()(1 α

∑=
n

nn xv )(αλ         (30) 

再將上式化簡： 
nknkC λαα =          (31) 

∫Ω
≡ ')'()'(1 dxxvxv

N
C k

T
nnk       (32) 

 
四.研究結果 
此部分我們將針對所發展的三次元熱傳

有限元素法模組與三次元側向阻尼模組，其

在微奈米機電耦合物理元件上的應用，作實

際的模擬與分析；之後並配合所發展之降階

演算法模組對其做系統降階，並比較降階之

後系統與原有系統表現，最後再配合以實驗

數據證明所發展之三次元有限元素 solver 之
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正確性。 
Thermal actuator (熱致動器) 
三次元暫態熱傳分析其支配方程式如下

所示[9]： 

t
Ttrg

k
T

∂
∂

=+∇
α
1),(12 v        (33) 

此處 T溫度分佈， 為在),( trg v rv上每單位體積

的熱產生量，α
c

k
ρ

= (其中 ρ為密度， 為比

熱而 為熱傳導係數) 

c

k

邊界條件與初始條件如下： 

),( trfTh
n
Tk ii

i
i

v
=+

∂
∂

vv

  Boundary ,     (34) iS 0>t

)(),( rFtrT =        Region R,     (35) 0=t

)(rF v 為初始溫度， ),( trfi
v 為邊界 Si 上的熱流

量， 為在邊界 Sik i上的熱傳導係數，h  則為
在邊界 S

i

i上的熱對流係數 

 

Lh 

Lc 

Lf 
Wc 

圖二、thermal actuator CCD照片與尺寸示意 
 
表一、thermal actuator 尺寸列表 

Geometrical dimensions Length(µm)
Length of hot arm (Lh) 
Width of hot arm (Wh) 
Length of cold arm (Lc) 
Width of cold arm (Wc) 
Gap (g) 
Length of flexure (Lf) 
Width of flexure (Wf) 
Thickness (t) 

200 
3 

160 
16 
3 

40 
3 
2  

首先利由表一所列之尺寸對 thermal actuator
進行網格化(如圖三所示)，之後再配合所發展
之 3D熱傳有限元素法 solver可順利解出整個
thermal actuator 元件上各點的溫度分佈與輸
入電壓之間的關係。我們比較了所發展的 3D 

solver 與不同階數降階系統和 Coventorware
軟體計算出來的平均溫度之暫態結果，發現

其誤差與計算時間之關係如表二所示，其中

在階數為 5左右的MOR模型其計算效率與誤
差有較好之平衡，其 speed-up factor達到 6個
order，可大大加快單一物理耦合元件計算的
效率，使得系統化的模擬不再遙不可及。圖

四則比較 FEM、第 5 階 MOR 模型與實驗量
測其輸入電壓與 thermal actuator 最頂端因熱
變形(Tip deflection)之間的關係。 

 

 Simulation 
time (sec) 

Speed-up 
factor 

Error 
(%) 

MOR order = 2 <0.01 >2x106 0.51 
MOR order = 5 0.01 2x106 0.50 
MOR order=10 0.44 4x104 0.50 

FDM 18743.000  N/A 
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圖三、thermal actuator 有限元素法網格(由
Tecplot所繪) 
表二、各降階模型計算效率與誤差之比較 
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圖四、FEM、第 5階MOR模型與實驗量測其
輸入電壓與 tip deflection之間的關係 
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