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1. 摘要 

本計畫以兩年為期，探索固態系統之黏彈性與彈塑性行為反應規律，嘗試找出其共通的共

性，歸結基本原理，以適當的數學語言表達之。以此共性、原理、數學模式為平台，具體引入黏

彈性時間冪定律及塑性當量冪定律的觀念，藉由冪定律與分數導數及積分組成律核函數的關係來

系統化地模擬黏彈性與彈塑性應力應變關係。 
本計畫研究各種不老化線性黏彈性組成模式，其中無參數的有積分組成律、分布 Kelvin與

Maxwell 模型、分布分數 Kelvin 與 Maxwell 模式等三種，有參數的有微分組成律、廣義 Kelvin
與 Maxwell模型、各種特定分布 Kelvin與 Maxwell模型、狀態空間表示法、分數微積分組成模
式、各種特定分布分數 Kelvin與Maxwell模式等六種。因為積分組成律可作為各種研究的平台，
本計畫進而研究它的 16種寫法，並且由線性不老化，推廣至線性老化，也研究其推廣為非線性
老化的通式。 

在黏彈性及彈塑性的各種應力應變關係中，循環棘齒行為是極難妥適建模描述的。一般認

為唯有在應力均值不為零的循環負載下才會發生棘齒，但由實際的文獻與實驗卻發現即使在應力

均值為零的對稱等振幅應力循環負載下，也能觀察到拉伸向的棘齒現象。本計劃在實驗部分嘗試

把實驗分為真實應力控制與標稱應力控制來分析在應力均值為零的循環負載下所觀察到的棘齒

現象。經比較分析後證實：不論是真實應力控制或標稱應力控制的實驗，在應力均值為零的循環

負載下都會往拉伸向產生棘齒。 
由進一步分析顯示，上述在應力均值為零時所觀察到的拉伸向棘齒現象是由拉、壓硬化不

對稱所造成，壓硬化大於拉硬化，因此隨著實驗循環圈數的累積，會逐漸往拉伸向產生棘齒。而

且先拉或先壓不同的控制歷時會影響拉、壓硬化不對稱的程度，先壓的控制歷時會讓壓硬化加

劇，因此往拉伸向的棘齒會較先拉控制歷時還快出現，棘齒現象也較明顯。對於循環硬化材料，

如鋁 7075，拉伸向的棘齒現象在一開始的幾圈循環裡會被循環硬化所隱蔽。但隨著循環硬化的
影響逐漸變小，便可觀察到拉伸向棘齒。 

另外，為了讓實驗達到真實應力控制，本研究也導出徑向位移的理論公式，並以自製的環

向伸長計驗證其精確度。 
關鍵詞：黏彈性、彈塑性、積分組成律、冪定律、分數導數、棘齒行為、對稱零均值應力

循環、真實應力控制、拉壓硬化不對稱、徑向位移。 
Abstract 
The present project was proposed to study in a two-year period common characteristics and basic 
principles underpinning viscoelasticity and elastoplasticity. The power law is specifically introduced 
into the stress-strain relationship by converting the power law to the fractional derivative and to the 
kernel of the stress functional of the plastic strain increment.  
   We studied various constitutive models of non-aging linear viscoelasticity. These include 3 kinds of 
non-parametric models: integral constitutive laws, distributed Kelvin and Maxwell models, and 
distributed fractional Kelvin and Maxwell models, and also 6 kinds of parametric models: differential 
constitutive laws, generalized Kelvin and Maxwell models, distributed Kelvin and Maxwell models of 
a variety of special distributions, state space methods, fractional derivative constitutive models, and 
distributed fractional Kelvin and Maxwell models of a variety of special distributions. In view of the 
role the integral constitutive laws play as a framework for constructing and uniting various forms of 
constitutive modeling, we went further to investigate their 16 expressions, generalizing them from 
non-aging linearity to aging linearity, and furthermore to a general expression for aging nonlinarity.   

Ratchetting behavior is one of the most difficult phenomena to model among the viscoelastic and 
elastoplastic stress-strain relations. Generally speaking, ratchetting can be found under cyclic loading 
with non-zero mean stress. However, some experiments showed that even under cyclic loading with 
zero mean stress, ratchetting in the direction of tension can still be found. The experimental part of this 
project analyzed the phenomena of ratchetting under nominal-stress -controlled cyclic loading and 
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true-stress-controlled cyclic loading with zero mean stress. The results show that ratchetting in the 
direction of tension can be found in true-stress-controlled experiments as well as in 
nominal-stress-controlled experiments. 
The results of analysis also show that the ratchetting in the direction of tension as mentioned above was 
caused by the asymmetry of hardening between tension and compression, the hardening of 
compression being larger than the hardening of tension and hence the tensile strain being larger than 
the compressive strain in each cycle. As the cyclic contributions accumulated, the ratchetting in the 
direction of tension gradually developed. Furthermore, the difference of controlled path would also 
affect the asymmetry of hardening between tension and compression. If the controlled path started in 
the compression direction, the asymmetry of hardening between tension and compression would be 
more apparent than that of the controlled path starting in the direction of tension; therefore, ratchetting 
is more apparent. For cyclic hardening materials, e.g. Al 7075, the phenomenon of ratchetting in the 
direction of tension was shadowed in the first few cycles. Once the cyclic hardening effect phased out, 
ratchetting manifested itself. 

In order to conduct true-stress-controlled experiments, we developed formulae to calculate the 
theoretical value of radial strain, and checked its accuracy by a self-developed radian strain 
extensometer. 

 
Keywords: viscoelasticity, elastoplasticity, integral constitutive laws, power law, fractional derivative, 
ratchetting, cyclic loading with zero mean stress, true stress control, asymmetry of hardening between 
tension and compression. 
 
2. 緣由與目的 

關於固態系統之力學行為反應，無論在大型結構層次，或構件層次，或剖面（剖線）微元

層次，或材料微元層次，或晶粒晶格（顆粒結塊）層次，都可區分為彈性、黏彈性、塑性三大類，

不同層次當然有其不同之重點，但在彈性、黏彈性、塑性行為上卻也有其共通的特性或基本原則。

我們長期研究這些共通的特性，利用各種理論的、實驗的、數值的方式來探察隱匿其中的奧秘，

尋求以簡潔的概念、原理、數學式來表述它們。譬如彈塑性的基本原理是（一）閔氏時空未來截

錐的因果律，（二）可達有界狀態空間的可控性與保守或耗散性。而又譬如黏彈性的重要特性就

是因果性與消退記憶性，我們知道消退記憶性具有非常廣泛的概括性，在直覺上也是具有物理意

義，舉例來說， 
( ) ( )

0 1 0 1
m n

m np p p q q qσ σ σ ε ε ε+ + + = + + +&& L L  

的材料常數 po， p1，….，pm，q0，q1，…，qn必須滿足一些相當複雜的不等式才具有消退記憶性，在研究

手法上，與其研究這些不等式，不如直接研究「消退記憶性」本身，而「消退記憶性」利用積分

組成律的核函數來表達，遠比上述不等式簡潔明瞭，而且其數學形式也具有廣泛的概括性。 
黏彈性組成律以時間 t為自變數，而（變率無關彈）塑性組成律以塑性當量λ為自變數，塑

性當量即塑性應變路徑的弧長（塑性弧長）或其同胚。這個概念使得很多黏彈性組成模式可以以

λ代 t 的方式改成彈塑性組成模式。作法是變形分解為彈性部分與塑性部分，將應力表示為塑性
應變增量的泛函，其核函數具奇異性，如此應力就可分為主動應力與回應力。然後補上互補三元

作為彈性與塑性二相切換的機制，而前述有關於黏彈性組成律討論時關於其核函數受因果性、消

退記憶性而有的限制，同樣亦可類似地移植到彈塑性，只要做 t λ 的變換而已。 
    以上這些背景討論的重要，在於它們是屬於共通特性的，無論在概念或數學形式上都

有很廣泛的概括性，也因此是一個很好的平台，可由此做特殊化的工作，將所謂無參數模式特殊

化為有參數模式，並可構造模式集合，配合實驗做模式識別參數估測。 
在特殊化上，本計畫探索冪定律，將核函數表示為冪函數。我們的動機有二。一是許多經

驗公式以冪定律表示，準確率很高，在黏彈性與彈塑性文獻裡，都有非常多的數據支持這個論點。

二是冪函數與分數導數是一體的兩面，有堅強的「分數微積分」理論基礎。尤其近年更有不少深

入的研究與應用。 
一般工程材料從製成使用至破壞期間會受到反覆不定的外因作用，如：建築物在受到風力、

地震力載重下之往復擺動，橋梁受到車輛的通過而造成大梁與橋面板的往復振動，以及飛機飛行

中機翼受到風力所引起之顫動，皆是循環負載的實際例子。因此，結構體或結構構件必須設計成

能抵抗循環載重，而對結構體或結構構件之變形產生決定性影響的最重要因素之一便是棘齒行為

（ratchetting behavior）。在黏彈性與彈彈塑性的各種特性中，棘齒行為可說是極為重要的，也是
極難描述建模的。 

棘齒行為是循環負載下應變隨循環圈數增加而逐漸累積的一種現象。在單向應力循環控制
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時，如果所施加的應力振幅不對稱，在應力均值之方向上隨著循環圈數的增加而使應變均值逐漸

累積。在雙向負載時，如果其中一向施加循環負載，在另一向施加固定應力，則在此向上其應變

會隨著循環負載而逐漸累積增加。逐漸累積的應變會導致結構的漸進破壞（progressive failure），
引發致命的結構安全問題。 

在過去許多相關的研究中，都曾對不同的材料觀察到棘齒行為，而在這些相關研究中，許

多模式都試著模擬一種或多種棘齒行為，但幾乎目前所有的材料彈塑性組成律對於棘齒行為都無

法得到比較令人滿意的模擬，因此在循環負載下，控制材料塑性應變累積因素的複雜性便可想而

知了。 
本研究實驗部分主要是觀察不銹鋼 316及鋁合金 7075在完全退火態下，經對稱等振幅應力

循環控制歷時所產生的棘齒現象，並分析、探討其產生的原因，希望能對組成律的發展有所助益。 
 
3. 研究方法 
 
3.1無參數的黏彈性組成模式(一)積分組成律 
線性不老化黏彈性積分組成方程式為 

 
( ') ( ') ' ( ') ( ') '

t t
P t t t dt Q t t t dtσ ε

−∞ −∞
− = −∫ ∫                           (1)

或 
 

0
0 0( ) ( ) ( ) ( ') ( ')

t

t
t C t t t C t t d tε σ σ= − + −∫  

或 

0
0 0( ) ( ) ( ) ( ') ( ')

t

t
t E t t t E t t d tσ ε ε= − + −∫  

 

其中 ( )C t 為潛變順數、 ( )E t 為鬆弛模數。上三式中的 ot 是零值時間，當時間 ot t≤ 時，材料處於

零值狀態。零值狀態就是金屬材料的退火態或土壤的重模態。 

 

3.2有參數的黏彈性組成模式(一)微分組成律 
最常見的有參數表示法為微分組成方程式: 

( ) ( )
0 1 0 1

m n
m np p p q q qσ σ σ ε ε ε+ + + = + + +&& L L  

其中 po，p1，….，pm，q0，q1，…，qn為材料常數，可以為張量。微分組成律與核函數為指數函數之和的

積分組成律有等價關係。細節不在此詳述，其演繹過程類似 3.11節。 

 

3.3有參數的黏彈性組成模式(二)廣義Kelvin與Maxwell模型 

Kelvin模型為 

( ) ( ) ( )c t t C tτ ε ε σ+ =&  

將 m個 Kelvin模型串聯(series connection)起來，得到廣義 Kelvin模型： 

( ) ( ) ( )c c ct t C tτ ε ε σ+ =&  

( ) ( )
1

m

c c
c

t S tε ε
=

=∑  

其中(tc，Sc)表示第 c個 Kelvin元件的遲緩時間tc與離散遲緩譜值Sc。 

Maxwell模型為 

( ) ( ) ( )rt t E tσ σ τ ε+ = &&  

將 n個Maxwell模型並聯(parallel connection) 起來，得到廣義Maxwell模型： 
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( ) ( ) ( )r r rt t E tσ σ τ ε+ = &&  

( ) ( )
1

n

r r
r

t S tσ σ
=

=∑  

其中(tr，Sr)表示第 r個Maxwell元件的鬆弛時間tr與離散遲緩譜值 Sr。另外，可參考文獻[27]之

形式。 

    如果將有限多個元件變為無限多個，同時對tc，c =1,2,⋯,m，tr，r =1,2,⋯,n連續化，使tc，

tr e [ 0 , ¶ )，則廣義模型(離散譜)連續化為分布模型(連續譜)，見3.4節。 

由分布模型(連續譜)反過來看廣義模型(離散譜)，甚有實用意義。相應於連續譜，離散譜的

表示法是已經(塊)對角化的狀態空間表示法，可具象化為特定的機械模型：離散遲緩譜相當於廣

義 Kelvin模型，串聯多個 Kelvin元素，離散鬆弛譜相當於廣義Maxwell模型，並聯多個Maxwell

元素。離散的方式有三種，一種是在 ln cτ 軸(或 1010log ref
c cτ τ／ 軸)上取等間距，第c間距的中心

即為第 c遲緩時間 cτ ，在此間距裏，連續譜曲線下的面積即為第 c遲緩譜值 cS ，即第 c個 Kelvin

元素的彈性順數，注意 cτ 不是參數而 cS 才是參數。另一種方式則是倒過來，間距不等但面積相

等[8，9]，如此 cS 不是參數， cτ 反成為參數。以參數估測的角度來看，前者較好，因為前者參

數 cS 是乘在指數函數前面，而後者的參數 cτ 卻在指數裏。遲緩時間取對數刻度而不是線性刻度

可以使前者之間距個數大幅降低，此即聲學上常用的倍頻譜分析手法(octave spectral analysis)。

第三種方式則 cτ 與 cS 都視為參數[31，33]，當連續譜有明顯幾個高峰者最適用此方式。以上以

遲緩譜為例說明，鬆弛譜類似。 

 

3.4無參數的黏彈性組成模式(二) 分布Kelvin與Maxwell模型 
分布 Kelvin模型利用遲緩時間 cτ 的遲緩譜(張量) (ln )c cS τ 取代潛變順數(張量) ( )C t ，將組成

律寫成 

( , ) ( , ) ( )c c ct t C tτ ε τ ε τ σ+ =&  

( ) (ln ) ( , ) lnc c c ct S t dε τ ε τ τ
∞

−∞
= ∫  

或分布Maxwell模型利用鬆弛時間 rτ 的鬆弛譜(張量) (ln )r rS τ 取代鬆弛模數(張量) ( )E t ，將組成

律寫成 

( , ) ( , ) / ( )r r rt t E tσ τ σ τ τ ε+ = &&  

( ) (ln ) ( , ) lnr r r rt S t dσ τ σ τ τ
∞

−∞
= ∫  

其中 C是彈性順數、E是彈性模數，兩者為材料常數，可以為張量，互為逆張量。這種描述方法，
叫做連續譜表示法，或分布元素法(分布 Kelvin模型、分布Maxwell模型)，它們分別引進內變數
(狀態變數) ( , )ctε τ 及s (t,tr)來描述分布元素內的應變或應力。 
將連續譜歸一化後可看出其統計上的意義：歸一化遲緩譜其實就是遲緩時間的分布函數概率

密度函數，歸一化鬆弛譜其實就是鬆弛時間的分布函數概率密度函數。 

潛變順數 ( )C t 與遲緩譜 (ln )c cS τ 的關係為 

1( ) (0) (ln )(1 ) lnct
c c cC t C t S e dτη τ τ

∞ −−
∞

−∞
= + + −∫ ／  

其中η∞為漸近黏滯係數，當η∞ = ∞則為固體。鬆弛模數 ( )E t 與鬆弛譜 (ln )r rS τ 的關係為 

( ) (ln ) ln ( )rt
r r rE t S e d Eττ τ

∞ −

−∞
= + ∞∫ ／  

當 ( ) 0E ∞ = 則為流體。上述ε、σ、C(t)、E(t)、C、E、 cS 、η∞、 rS 均可以是張量，上標-1表
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示求張量之逆。以上組成律表示法並無參數，為無參數表示法。 

 

 

3.5有參數的黏彈性組成模式(三)特定分布Kelvin與Maxwell模型 
 

上節談到歸一化連續譜可以視為統計分布之概率密度函數，因此我們可以經由物理意義的探

索，合理地假設該物性(遲緩時間、鬆弛時間)的統計概率分布，如此可以將參數降至一、二個，

如 Rayleigh分布只要一個參數[8]，Weibull分布只要兩個參數[9]，對數常態分布、gamma分布
也只要兩個參數。這些分布的範圍都是 (0, )∞ ，如果改成 inf( , )c ∞τ 則多一個參數 inf

cτ 。 

 

3.6有參數的黏彈性組成模式(四)機械模型與狀態空間表示法 
黏彈性機械模型試圖表現材料的內部構造，模擬其間力的傳遞平衡以及變形的運動諧和，反

應出構造的內在參數，是一種參數表示法，化為方程式實際上相當於系統學的狀態空間表示法: 

x Ax Bu
y Cx Du
= +
= +

&
 

其中 u為輸入(控制)，y為輸出(響應)，x為狀態變數(內變數)。如 u σ= 則 y ε= (如果進一步

將狀態矩陣 A(塊)對角化即為前述廣義Kelvin模型)。如 u ε= &則 y σ= (如果進一步將 A(塊)對角
化即為前述廣義 Maxwell模型)。更一般地可將σ 空間與ε 空間之乘積空間分解成兩個獨立互補
的子空間，一為 u空間，另一為 y空間。以分量來看，此種分解就有 26=64種之多，其中最極端
的兩種分解就是前述全應力控制 u σ= 而 y ε= ，以及全應變控制 u ε= &而 y σ= 。有回饋控制的

材料試驗機雖然能夠執行應變控制，但它們都不是全應變控制，頂多能做到兩個應變分量的控

制。上述 x, u, y, A, B, C, D都可視為張量或相應之矩陣。 
 
3.7 消退記憶性與非退火態初始條件 
    消退記憶性要求 ( ) /dC t dt正半定、 ( ) /dE t dt負半定、 cS 正半定、 0c >τ 、 rS 正半定、 0r >τ 、

機械模型的參數張量正半定、參數純量大於零。至於微分組成方程式中的參數則受到相當複雜的

不等式的約束；不等式可由參數與正半定的 ( ) /dC t dt或負半定的 ( ) /dE t dt之間的關係導得。除
了消退記憶性外，還有有限記憶性、IIR或 FIR、穩定性、抹除記憶性等課題。 
如果初始時間 it 不為零值時間 0t ，則應力、應變及其導數，以及內變數(狀態變數)等之初始

值必須滿足非退火態初始條件，以微分組成方程式為例，其非退火態初始條件為 

( ) ( )
0 0( ) ( ) ( 1,2, , )

l l
i k i k

i i
i k i k

p t q t k l− −

= =

= = …∑ ∑ 　　　σ ε  

其中 max( , )l m n= 。與此類似，非退火態之積分組成方程式的寫法亦需相應修正。 
一個看似細節卻重要的是初始效應，如初始應力、初始應變，以及各內變數的初始值，無

論在識別、實驗、計算都必須小心注意。採取的方式是積分式，分數微分式同步推導，定義必要

之內變數，將退火時間至初始時間之間的有關訊息以內變數之初始值代表之。在推導及識別時，

必須小心分辨內變數初始值與材料常數，絕不能混淆。 

在實驗現象，定性走勢的觀察上，可以試驗設計的方法，如正交試驗設計、均勻試驗設計，

有效節省試驗的次數。 

 
3.8有參數的黏彈性組成模式(五)分數微積分組成模式 
另一種有參數表示法為分數微積分組成方程式: 

( ) ( )( ) ( )
0 1 0 1

m n
m np p p q q q1 1σ σ σ ε ε ε+ + + = + + +L Lα βα β  

其中 p0 , p1 ,…, pm , q0 , q1 ,…, qn為材料常數，可以是張量，a1,…, am , b1,…, bn為材料常

數，只能為純量：如果是正實數則為分數微分，如果是負實數則為分數積分。 

    函數f(t)的 n  階分數微積分 f (n )(t) 定義如下： 
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( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1
1 0 1

0 2

0 3

t

n n

n n

f
for            

t
d ff t f t    for               
dt

d d f t    for                
dt dt

d   ν

ν
ν

ν

ν

ν

τ
ν

ν τ

ν

ν

τ+−∞

−

−


<Γ − −


= = =


 >



∫

 

其中n是實數，由n選 n，使得 n是不小於n的整數(n r n)。在(1)中n是負實數，f (n )是分數積分，

在(3)中 n 是正實數，f (n ) 是分數微分。在(1)中 n 若是負整數，則f (n )就回復為一般的 -n 重

積分，在(3)中 n 若是正整數，則 f (n )就回復為一般的 n 階微分(n 階導數)。 

如果 0<a<1，則選 n =1，由(3)及(1)得 

( ) ( ) ( )
( )

( ) 1
1 0 1

t fd ff t      for  
dt t d
α

α
αα

τ
α

α τ τ+−∞
= = < <

Γ − −∫  

這就是一般常見的a階分數微分定義。 

 

3.9無參數的黏彈性組成模式(三)分布分數Kelvin與Maxwell模式 
對應 3.4節分布 Kelvin或Maxwell模型，也可以造出分布分數 Kelvin或Maxwell模式。分

數 Kelvin模式為 

( ) ( )( ) ( ) ( )c ct t C tβ β γ γτ ε τ ε σ+ =  

分布分數 Kelvin模式為 

( ) ( )( , ) ( , ) ( )c c c ct t C tβ β γ γτ ε τ τ ε τ σ+ =  

( ) (ln ) ( , ) lnc c c ct S t dε τ ε τ τ
∞

−∞

= ∫  

式中引進內變數e(t,tc)以描述分佈元素內的應變,而且b、g、Sc均是 lntc的函數，也就是有b(lntc)、

g(lntc)、Sc(lntc)三種材料函數。 

    另一方面，分數Maxwell模式為 

( ) ( )( ) ( ) ( )r rt t E tα α β βσ τ σ τ ε+ =  

分布分數Maxwell模式為 

( ) ( )( , ) ( , ) ( )r r r rt t E tα α β βσ τ τ σ τ τ ε+ =  

( ) (ln ) ( , ) lnr r r rt S t dσ τ σ τ τ
∞

−∞

= ∫  

式中引進內變數s(t,tr)以描述分佈元素內的應力，而且a、b、Sr均是 lntr的函數，也就是有a(lntr)、

b(lntr)、Sr (lntr)三種材料函數。 

 

3.10有參數的黏彈性組成模式(六)特定分布分數Kelvin與Maxwell模式 
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分布 Kelvin或Maxwell模型的核心是指數函數，而分布分數 Kelvin或Maxwell模式的核心
是冪函數。仿照 3.5節分布 Kelvin或Maxwell模型選擇特定分布以達到參數化的方式，可以發展
出分布分數 Kelvin或Maxwell模式選擇特定分布以達到參數化的方式。 
 

3.11 核函數為冪函數的積分組成律 
分數微積分組成律與核函數為冪函數的積分組成律有等價關係。例如下述積分組成方程式： 

( ) ( ') ( ')
t

t E t t d tσ ε
−∞

= −∫                         (1) 

或(若 ( ) 0tε = 當 t<0則) 

0

( ) ( ) (0) ( ') ( ')
t

t E t E t t d tσ ε ε= + −∫                 (2) 

的核函數，鬆弛模數 E(t)，若令其為 

( )E t Bt β−=  
其中 B>0，0<b<1 則可證明(1)等價於下述分數微分組成方程式 

( )(1 )B βσ β ε= Γ −                          (3) 
其中 G(x) 是 gamma函數。 

    若 

1
1( ) ... n

e nE t E B t B t ββ −−= + + +
 

則(1)等價於 

1 ( )( )
0 1 ... n

nq q q ββσ ε ε ε= + + +
 

此處 q0=Ee=E(0)>0 就是所謂的平衡模數，也就是熱力學平衡態的彈性模數，即一般彈性力學裏

的彈性模數，而對 j=1,…,n， qj=BjG(1-bi)，qj受到由負半定的 dE(t)/dt 導得的不等式的約束。

0<b1<.....<bn，但除了b1外，bj不一定要小於1。 

    另一方面，下述積分組成方程式 

( ) ( ') ( ')
t

t C t t d tε σ
−∞

= −∫
                          (4) 

或 

0

( ) ( ) (0) ( ') ( ')
t

t C t C t t d tε σ σ= + −∫
 

的核函數，潛變順數 C(t) ，若令其為 

( )C t At α−=                                 (5) 

其中 A>0， 0<-a<1，則可證明(4)等價於下述分數微分組成方程式 

( )(1 )A αε α σ= Γ −                              (6) 

若  

1,    
(1 ) (1 )

B
A

β α
α α

= − =
Γ − Γ +
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則四種組成方程式(1)配(2)，(3)，(4)配(5)，(6)是等價的組成表示。若令 

1
1( ) ... m

e mC t C At A t αα −−= + + +
 

則(4)等價於 

1 ( )( )
0 1 ... m

mp p p ααε σ σ σ= + + +
 

此處 p0=Ce=C(0)>0就是所謂的平衡順數，也就是熱力學平衡態的彈性順數，即一般彈性力學裏

的彈性順數，而對 i=1,…,m，pi=AiG(1-ai)，pi 受到由正半定的 dC(t)/dt 導得的不等式的約束。

0<-a1<.....<-am，但除了 -a1 外，-ai 不一定要小於1。 

  實務上，也使用下述雙邊的積分組成方程式 

            0 0

( ) (0) ( ') ( ') ( ) (0) ( ') ( ')
t t

P t P t t d t Q t Q t t d tσ σ ε ε+ − = + −∫ ∫
             (7) 

其核函數若令為 

11
0

1

( ) ...
(1 ) (1 )

mm

m

ppP t p t t αα

α α
−−= + + +

Γ − Γ −
 

11
0

1

( ) ...
(1 ) (1 )

nn

n

qqQ t q t t ββ

β β
−−= + + +

Γ − Γ −
 

則(7)等價於 

1 1( ) ( )( ) ( )
0 1 0 1... ...m n

m np p p q q qα βα βσ σ σ ε ε ε+ + + = + + +
 

其中 p0>0，q0>0，而 p1,…, pm, q1,…, qn, a1,…, am, b1,…, bn,受到由正半定的 dC(t)/dt 或負

半定的 dE(t)/dt 導得的不等式的約束，C(t)、E(t)均可由 P(t) 與 Q(t) 導得。 

舉例說明如下：分數Maxwell模式 

( ) ( )p qα βσ σ ε+ =                                (8) 

的 a 與 b 必須滿足 

0 1α β≤ ≤ ≤
 

否則 E(t)會上升，不合鬆弛模數的物理意義。 

 

3.12 不老化線性積分組成方程式 

    由上述討論，可看出積分組成律甚為有用，可作為各種研究之平台，尤其可供彈塑性組成建

模之借鏡，因此底下進一步討論其各種表示方式。為簡化計，先假設線性，而且不老化（時不變，

移不變)，並以控制u為輸入，響應 y為輸出，單位階梯響應K為卷積核函數。K(D t)=K ( t - t’)

的意義是：當 u(t)= H ( t - t’)單位階梯函數時，y(t)= K ( t - t’)。也就是說，K ( t - t’)是，由於在時

刻 t’起，作用一單位的階梯控制，在時刻 t的響應。根據因果律 

( ) 0K t t for t t′ ′− = <  
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採用簡化符號，積分上下限均指對 t’而言，且 

( ) ( ) t t
dK t t K
d ττ
τ ′= −′− =&  

( ) ( ) t t
du t t u
d ττ
τ ′= −′− =&  

    根據K(D t) 的定義，將控制 u(t)水平切片，或垂直切片，然後每片乘適當之單位階梯響應 K，

線性疊加後，就得到響應 y(t)。水平切片或垂直切片兩種導法分別得出 

        ( ) ( ) ( )
t

y t K t t du t
−∞

′ ′= −∫                                       (1) 

        ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

y t u t K u t dK t t u t dK t t
− +

−∞ −∞

′ ′ ′ ′= − − = − −∫ ∫         (2) 

經過變數變換，上二式分別化為 

        

0

( ) ( ) ( )y t K t du t t
∞

′ ′= − −∫                                      (3) 

        

0 0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )y t u t K u t t dK t u t t dK t
+ −

∞ ∞

′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫           (4) 

若 ( )u t 對 (0, )t∈ ∞ 可微或 ( )K t∆ 對 (0, )t∆ ∈ ∞ 可微，但 K (0) 可以不可微，可有跳躍，

則上 4式分別化為 

        ( ) ( ) ( )
t

y t K t t u t dt
−∞

′ ′ ′= −∫ &                                       (1d) 

        ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

y t u t K u t K t t dt u t K t t dt
− +

−∞ −∞

′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫& &         (2d) 

        

0

( ) ( ) ( )y t K t u t t dt
∞

′ ′ ′= −∫ &                                       (3d) 

        

0 0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )y t u t K u t t K t dt u t t K t dt
+ −

∞ ∞

′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫& &         (4d) 

若 ( ) 0u t = 當 0t < ，但 u(0)可能不為 0，則(1)、(1 d)的下限由-¶化為 0-，(2)、(2 d)的下

限由-¶化為 0，(3)、(3 d)的上限由¶化為 t+，(4)、(4 d)的上限由¶化為 t，而(1)、(3)、(1 d)、(3 d)

可進一步將 du(0)或u& (0)的奇異積分出一項來，(2 d)、(3 d)又可利用 Leibnitz規則反過來兩項併

為一項積分之微分，最後得到 

        

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( )
t t

y t K t t du t K t u K t t du t
− +

′ ′ ′ ′= − = + −∫ ∫         (1)' 
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0 0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

y t u t K u t dK t t u t dK t t
− +

′ ′ ′ ′= − − = − −∫ ∫        (2)' 

        

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( )
t t

y t K t du t t K t u K t du t t
+ −

′ ′ ′ ′= − − = − −∫ ∫        (3)' 

        

0 0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

y t u t K u t t dK t u t t dK t
+ −

′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫         (4)' 

        

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( )
t t

y t K t t u t dt K t u K t t u t dt
− +

′ ′ ′ ′ ′ ′= − = + −∫ ∫& &     (1d)' 

0 0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

y t u t K u t K t t dt u t K t t dt
− +

′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫& &          

0

( ) ( )
td u t K t t dt

dt
′ ′ ′= −∫                               (2d)' 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( )
t t

y t K t u t t dt K t u K t u t t dt
+ −

′ ′ ′ ′ ′ ′= − = + −∫ ∫& &         

            

0

( ) ( )
td K t u t t dt

dt
′ ′ ′= −∫                               (3d)' 

        

0 0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

y t u t K u t t K t dt u t t K t dt
+ −

′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫& &     (4d)' 

註 1：上述 16 式，單數式以控制 u(t) 的橫向切片導得，雙數式以控制 u(t) 的水平切片導得。
兩者之間可用部分積分證明等價。 

註 2：這 16個式子，16 = 24，是由 4種因素組合而成：水平或垂直切片、變數變換與否、u或 K

可微與否、零時前零控制與否。所以上述式子編碼中，d代表可微，而 1、2、3、4可分

別改為 h、v、hc、vc，且’ 可改為 0，即以 h代表水平切片，v代表垂直切片，c代表變數

變換，0代表零時前零控制。 

註 3；注意 dK ( t - t’)，K& ( t - t’)，du( t - t’)，u& ( t - t’)的 d與 ۟ 是對其自變數( t - t’)，而非對 t’，
或對 t。但積分上下限卻是對 t’。 

註4；(1)式積分上限 t不需分別 t -，t，t+，(3)、(1d)、(3d)類似，不需分別。然而(2)式之積分上

限則需分別 t -與 t+，(4)、(2 d)、(4 d)類似，需要分別。這是由於 K(D t)在D t = 0處有跳躍，

(2)、(4)、(2 d)、(4 d) 涉及 dK(0) 或 K& (0)，所以要分別，但(1)、(3)、(1 d)、(3 d)只涉

及 K(0)，不涉及 dK(0)與K& (0)，所以不需分別。簡言之，前 8式裡，偶數式有 dK(0)或K& (0)
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奇異性問題，故要計較零測度問題。 

註 5：後8式都要計較零測度問題，因為偶數式有dK(0)或K& (0)奇異性問題，而奇數式有 du(0)

或u& (0)奇異性問題。 

註6；對前8式而言，水平切片的(1)、(3)、(1 d)、(3 d)很自然地只有單一積分項。垂直切片的(2)、

(4)、(2 d)、(4 d)則很自然地均有兩項，除了由延時來的積分項(正規項)外，又有瞬間響應

的非積分項(非正規項)，兩項可人為地收為單一的奇異積分項(有奇異核的積分)。對後8

式而言，很自然地均有兩項，但均可人為地收為單一的奇異積分項(有奇異核的積分)，(2 d)’

與(3 d)’則又可利用 Leibnitz規則收為單一正規積分項的微分。 

註 7：有奇異核的單一積分項表示法看似人為，但卻方便於採用弱奇異冪函數作為核函數。 

註 8：文獻[19] Kondo 1991之 p.393式(10.136)與上述 16式無一相合，是屬於廣義Maxwell與

Kelvin模型的寫法，參見文獻[27] Valains 1971的 Section 6。 
 
3.13老化模式 

上述眾模式都是不老化(時不變，移不變)的，如為老化(時變，移變)則各材料性質變成隨

時間變化的函數，例如 ( , ')K t t t− 、 ( , ')C t t t− 、 ( , ')E t t t− 、 ( , ln )c cS t τ 、 ( , ln )r rS t τ 、 ( )ip t 、 ( )iq t
等等，因此模式變得比較複雜，常用的簡化舉例如下： 

                   ( , ') ( ) ( ')i i
i

K t t t f t R t t− = −∑                                (1) 

也就是假設可分離，其中 ( )if t 代表老化部分。3.18與 3.19節即用到這樣的假設。 
 
3.14 老化線性積分組成方程式 

    本節推廣上節16個式子到老化材(時變、移變系統)，但仍作線性假設。考慮老化，單

位階梯響應K不僅是時差 't t t∆ = − 的函數，也是時間 t的函數，成了兩個自變數 t、 t∆ 的函數
( , ) ( , ')K t t K t t t∆ = − 。採用簡化符號記法，積分上下限均指對 't 而言，且 

'
( , ') [ ( , ) ( , )]

t t
dK t t t K t d K t

τ
τ τ τ

= −
− = + −  

'

( , ') ( , )
t t

K t t t K t
τ

τ
τ = −

∂
− =

∂
&  

也就是 ,dK K& 都是針對 ( , )K t t∆ 的第 2個自變數 t∆ 作用的。此處採用以時差 t∆ 作為第 2個自

變數的定義 ( , )K t t∆ ，顯然比以控制作用時 't 作為第 2個自變數的定義 ( , ')K t t 來得好，因為如

此則老化(時差、移變)與不老化(時不差、移不變)幾乎可一體處理，只要將上節不老化各式的

( ')K t t− 多加一個自變數 t改成 ( , ')K t t t− ，並使用上述簡化符號記法即可。 

各式據此分別推廣如下列。兩種導法分別得出 

        ( ) ( , ) ( )
t

y t K t t t du t
−∞

′ ′= −∫                                          (1) 

        ( ) ( ) ( ,0) ( ) ( , ) ( ) ( , )
t t

y t u t K t u t dK t t t u t dK t t t
− +

−∞ −∞

′ ′ ′ ′= − − = − −∫ ∫         (2) 

經過變數變換，上二式分別化為 
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0

( ) ( , ) ( )y t K t t du t t
∞

′ ′= − −∫                                         (3) 

        

0 0

( ) ( ) ( ,0) ( ) ( , ) ( ) ( , )y t u t K t u t t dK t t u t t dK t t
+ −

∞ ∞

′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫           (4) 

若 ( )u t 可微或 ( , )K t t∆ 對 (0, )t∆ ∈ ∞ 可微，但對 Dt =0不可微，則上 4式分別化為 

        ( ) ( , ) ( )
t

y t K t t t u t dt
−∞

′ ′ ′= −∫ &                                       (1d) 

        ( ) ( ) ( ,0) ( ) ( , ) ( ) ( , )
t t

y t u t K t u t K t t t dt u t K t t t dt
− +

−∞ −∞

′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫& &      (2d) 

        

0

( ) ( , ) ( )y t K t t u t t dt
∞

′ ′ ′= −∫ &                                       (3d) 

        

0 0

( ) ( ) ( ,0) ( ) ( , ) ( ) ( , )y t u t K t u t t K t t dt u t t K t t dt
+ −

∞ ∞

′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫& &      (4d) 

若 ( ) 0u t = 當 0t < ，但 (0)u 可能不為 0，則上述 8式分別化為 

        

0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) (0) ( , ) ( )
t t

y t K t t t du t K t t u K t t t du t
− +

′ ′ ′ ′= − = + −∫ ∫         (1)' 

0 0

( ) ( ) ( ,0) ( ) ( , ) ( ) ( , )
t t

y t u t K t u t dK t t t u t dK t t t
− +

′ ′ ′ ′= − − = − −∫ ∫        (2)' 

        

0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) (0) ( , ) ( )
t t

y t K t t du t t K t t u K t t du t t
+ −

′ ′ ′ ′= − − = − −∫ ∫        (3)' 

        

0 0

( ) ( ) ( ,0) ( ) ( , ) ( ) ( , )
t t

y t u t K t u t t dK t t u t t dK t t
+ −

′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫         (4)' 

        

0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) (0) ( , ) ( )
t t

y t K t t t u t dt K t t u K t t t u t dt
− +

′ ′ ′ ′ ′ ′= − = + −∫ ∫& &     (1d)' 

0 0

( ) ( ) ( ,0) ( ) ( , ) ( ) ( , )
t t

y t u t K t u t K t t t dt u t K t t t dt
− +

′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫& &          
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0

( ) ( , )
t

d u t K t t dt
d

τ

τ

τ
τ

=

′ ′ ′= −∫                               (2d)' 

0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) (0) ( , ) ( )
t t

y t K t t u t t dt K t t u K t t u t t dt
+ −

′ ′ ′ ′ ′ ′= − = + −∫ ∫& &         

            

0

( , ) ( )
t

d K t t u t dt
d

τ

τ

τ
τ

=

′ ′ ′= −∫                               (3d)' 

        

0 0

( ) ( ) ( ,0) ( ) ( , ) ( ) ( , )
t t

y t u t K t u t t K t t dt u t t K t t dt
+ −

′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫& &     (4d)' 

3.15 老化非線性積分組成方程式 

 

上篇(3.14節)的(2d)式 

( ) ( ,0) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
t t

y t K t u t K t t t u t dt K t t t u t dt
− +

−∞ −∞

′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫& &             (1) 

以控制 u(t)為輸入，響應 y(t)為輸出，單位衝激響應 ( , )K t t∆& 為核函數，為老化線性積分組成方

程式的一種形式，可用來推廣寫出老化非線性積分組成方程式。 

因為(1)1也可以看做是 u(t)的第 2型線性 Volterra積分方程式，而相應地 u(t)的第 2型非線性

Volterra積分方程式可寫作[19] 

( ) ( ,0, ( )) ( , , ( )) ( , , ( ))
t t

y t H t u t H t t t u t dt H t t t u t dt
− +

−∞ −∞

′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = −∫ ∫& &         (2) 

(1)與(2)都採用簡化符號記法：如同在(1)式中的K& 是指 K對第 2個自變數 ( )t t′− 的偏導數，在(2)

式中的H& 是指H對第 2個自變數 ( )t t′− 的偏導數。事實上， 

( , )K t τ
τ

∂
∂  

與 ( ,0)K t

是兩個獨立的函數(前者為單位衝激響應，後者為瞬間放大係數)，而 

( , , )H t uτ
τ

∂
∂  

與 ( ,0, )H t u  

也是兩個獨立的函數，所以(1)1、(2)1式的確就是(與文獻裡一樣的)第 2型線性、非線性 Volterra

積分方程式。 

    式(2)中的 u(t)視為控制輸入，y(t)響應輸出，則(2)就成為老化非線性積分組成方程式。 
 
3.16無參數彈塑性組成理論架構與冪函數參數化 
彈塑性組成模式，在主動部分以羅倫茲群加以概括頗為成功，然而若是回應力部分佔有大

宗，則所謂走動規則就很重要，這部分可藉由上述各節黏彈性組成模式以 λ代替 t來表示，同樣

考慮消退記憶性其基本性質來系統化地模擬彈塑性應力應變關係。配合單向單調試驗及各種多向
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循環試驗，如二向之軸扭試驗及三向之軸扭內壓試驗，發展系統化的實驗數據處理、試驗設計及

模式識別、參數估計方法。 

以共通特性為理論平台在前述緣由與目的已有部分陳述，要點是利用黏彈性理論、動態系統

（動力學）理論、李群理論來建構彈塑性組成律。黏彈性理論幾乎可以移植過來，而動態系統理

論與李群理論的應用在幾年前的研究裡已有成果。本節及下二節進一步研究三者之間的整合，在

朝向彈塑性組成模式的改造上如何調整，並特殊化為冪定律，以及與實驗(數據識別估測)之配合。 

 

3.17 塑性積分組成律(例一) 

   參考3.14節(2)或(2d)式，作以下的代換 

'

'

' ' ' ' '

'

 ( )
' ( ')

( , ') ( , )
( , ') ( , ) ( , ) ( ) ( , )

( , ') ( , )

p

t t
t t
u d d
y
K t t t K
dK t t t dK d d
K t t t

λ

λ λ

ε λ
σ

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ

→

→ =

→
→

− → −

− → − = Ψ − − = −Ψ −

− →Ψ −&

 

其中l是塑性當量， pε 是塑性應變，s是應力，則(2)式與(2d)式化為 

' '( ) ( ,0) ( , ) ( )
p

pdK d
d

λεσ λ λ λ λ λ ε λ
λ

−

−∞
= + Ψ −∫  

兩邊乘以 ( )tλ& ，整理得 

'( ) ( ) ( ( ),0) ( ) ( ) ( ( ), ( ) ( )) ( ') '
tp pt t K t t t t t t t dtλ σ λ ε λ λ λ λ ε
−∞

= + Ψ −∫& && &  

與
a bσ σ σ= + 比較，可令 

( ) ( ) ( ( ),0) ( )a pt t K t tλ σ λ ε=& &  

'( ) ( ( ), ( ) ( )) ( ') '
tb pt t t t t dtσ λ λ λ ε
−

−∞
= Ψ −∫ &  

前者是塑流規則，規範主動應力
aσ 與塑性應變率的關係，後者是走動硬軟化規則，規範回應力

bσ 即降伏面中心的演化。 

 

3.18 塑性積分組成律(例一)之冪函數參數化 

本節具體說明，先寫出三維彈塑性組成律，配合軸向循環實驗，則組成律可化為一維的如下： 

11 11 11
e pε ε ε= +& & &                                 (1) 

11 11
eEσ ε= &&                                   (2) 

2
11 113a p

cλσ τ ε=& &                                (3) 

11

1
3

a
cσ τ≤                                 (4) 
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0≥λ&                                     (5) 

11

1
3

a
cλ σ λτ=& &                               (6) 

在軸向循環實驗，塑性弧長(塑性應變路徑的弧長)η是由 11
pη ε=& & 定義，因為是軸向循環試驗，

分上升段與下降段，所以上升段 11 1
pd

d
ε
η

= ，下降段 11 1
pd

d
ε
η

= − ，那麼上述塑性當量λ又是什麼呢？

探討λ的意義如下：取(3)式的絕對值，代入(5)與(6)得 

113 3 ( )c c
pλ τ τ η ηε= =& &&                        (7) 

可見λ不是塑性弧長η，而是η的同胚，因為 ( ) 0cτ η > 。 

接著看，應力表成塑性應變增量的泛函 

11 11
11( ) ( ) (0) ( ) ( )

p pd d
f R f d

d d

ηε ε
σ η η η ψ η η η

η η

−

−∞
′ ′= + −

′∫          (8) 

其中 ( ) ( )R t tψ=& 。注意此積分組成律是移變的，其核函數假設為單項可分離，即 3.17節之
'( , )K λ λ λ− 改為 ( , ')K η η η− 並假設 

( , ') ( ) ( ')
( , ') ( ) ( ') ( ) ( ')

K f R
K f R f
η η η η η η

η η η η η η η ψ η η

− = −

− = − = −& &
           

( )f η 就是移變的部份，相當於等向硬軟化函數，不失一般性令 (0) 1f = 。 

另由 11 11 11
a bσ σ σ= + 與式(8)，可令  

11
11( ) (0)a
pd

f R
d
ε

σ η
η

=                                 (9) 

11
11 ( ) ( )

p
b d

f d
d

η ε
σ η ψ η η η

η

−

−∞
′ ′= −

′∫                            

已分出主動應力部分與回應力部分。由(3)及(7)可得 

2 11 11
11 3 3

p p
a

c c
d d
d d
ε εσ τ τ
λ η

= =                                

此式與(9)比較可得 

3 ( ) ( ) (0)c f Rτ η η=                                (10) 

若進一步特殊化，具體假設卷積核函數 ( )ψ η 為冪函數，即 0( ) E αψ η η−= ，其中 E0、α為材料常

數，0<a<1，由 ( ) ( )R t tψ=&  得 

10( ) (0)
1

R R
E αη η
α

−= +
−

                               

接著討論單位斜坡響應(unit ramp response)：若對應黏彈性， ( ) ( )t tH tε = ，可得 ( ) ( )t R tσ = ，

因此若塑性，當 11( ) ( )p Hε η η η= ，代入(8)可得 
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11 11 11 ( ) ( )a b f Rσ σ σ η η= + =                              

從實驗數據中的 11σ -η關係圖[35]，取單軸拉伸段來看即為此關係式，因此此段數據即可寫成 

10
11( ) ( ) (0)

1
Ef R ασ η η η
α

− = + − 
                          

在(8)及(10)式中，當η=0+時，σ(0)=f(0)R(0)=R(0)= 3 τc(0)，由實驗數據可得 R(0)及τc(0)
的數值。 

 

3.19彈塑性分數微積分組成模式之參數估測 

    本節針對一個最簡單的彈塑性分數微積分組成模式，根據實驗數據，估測其材料參數。此模

式為一個具有走動硬軟化之彈塑性組成模式，在彈性時為等向線彈性，主動應力滿足 von Mises 

應力允許條件，塑性時遵守正交塑流規則，而其回應力則遵守分數微積分方程式所表示的走動規

則。 

    將上述組成模式配合軸向實驗之應力應變狀態可表示成： 

11 11 11
e pε ε ε= +& & &                                       

11 11 11
a bσ σ σ= +                                      

11 11
eEσ ε= &&                                         

2
11 113a p

cλσ τ ε=& &                                      

1111 0( ) ( ),       0 1b pE
d

d

α

ασ η ε η α
η

= ≤ ≤                

11

1
3

a
cσ τ≤                                       

0≥λ&                                            

11

1
3

a
cλ σ λτ=& &                                    

根據 3.8節分數微積分的定義，走動規則可以改寫成 

11 1111
0

0
0

( ) (0) ( ) ( ) ,       0 1
(1 ) (1 )

b p pE
E

d d
d

ηα
ασ

ηη ε η η ε η η η
α α η

−
−= ′ ′ ′+ − ≤ ≤

Γ − Γ − ∫  

因 h=0 代表零值狀態，故 11(0) 0pε = 。此時可以看出上述之彈塑性分數微積分組成模式為 3.18

節中積分組成律的一個移不變的特例。 

若只識別拉伸段，其 11 1
pd

d
ε
η

= ，因此可以解得回應力之演化方程式為 

11
10( ) ,       0 1

(2 )
b E ασ η η α

α
−= ≤ ≤

Γ −
 

利用實驗初期彈性段所估測出的 E、tc，可以從塑性段的實驗數據中推求得出相對應的 11
bσ 、η。

因為上式在雙對數座標下為一直線方程式，故可以利用最小二乘法來估測出材料參數 E0、a。 

11 11
1 1 1

11 exp{ [ ln ( ) ln ( ) ln( ( ) ( )]}
N N N

b b

i i i

i i i i
D

α η σ σ η
= = =

= − − + +∑ ∑ ∑                 



 17

0 11 11 11
1 1 1 1

1(2 ) exp{ [ ln 2 ( ) ln ( ) ln ( ) ln( ( ) ( )]}
N N N N

b b b

i i i i

E i i i i i
D

α η σ σ σ η
= = = =

= Γ − − +∑ ∑ ∑ ∑  

其中 N為數據個數、a(i)代表第 i時刻的 a值、 2
11ln 2 ( ) [ ln ( )]

N N
b

i i

D N i iη σ= −∑ ∑ 。圖一為根據

估測出 E0、a所模擬的 11
bσ η− 曲線與其實驗值。 

    若走動規則具有二個分數微積分項 

0 11 0 1111( ) ( ) ( ),       0 , 1b p pE E
d d

d d

α β
α β

α φσ η ε η ε η α β
η η

= + ≤ ≤  

則其所對應之拉伸段回應力演化方程式 

0 0
11

1 1( ) ,       0 , 1
(2 ) (2 )

b E Eα β
α βσ η η η α β

α β
− −= + ≤ ≤

Γ − Γ −
 

在雙對數座標下不為一直線方程式。因此利用最小二乘法來估測材料參數α 、 0Eα
、β 、 0Eβ

，

則變為解四條聯立方程式 

1 1 1

11 exp{ [ ln ( ) ln ( ) ln( ( ) ( )]}
N N N

i i iy

i y i y i i
D

α η η
= = =

= − − + +∑ ∑ ∑                  

0 11
1 1 1 1

1(2 ) exp{ [ ln 2 ( ) ln ( ) ln ( ) ln( ( ) ( )]}
N N N N

b

i i i iy

E i y i i y i i
D

α α η σ η
= = = =

= Γ − − +∑ ∑ ∑ ∑  

( )0

1

[ln ( ) exp( ) (1 ) ln ( )] ln 0
(2 )

N

i

Ey i i y i
A

α

α η
α=

∂
− − − =

Γ − ∂∑                

( )0

1

[ln ( ) exp( ) (1 ) ln ( )] ln 0
(2 )

N

i

Ey i i y i
α

α η
α β=

∂
− − − =

Γ − ∂∑                 

其中 11
1

1( ) ( ) ( )by i i A iβσ η −= − 、 2ln 2 ( ) [ ln ( )]
N N

y
i i

D N i y iη= −∑ ∑ 、 0ln( )
(2 )

E
A

β

β
=

Γ −
。 

同理，若走動規則具有 M個分數微積分項，利用最小二乘法來估測材料參數α、 0Eα
、 jβ 、

0
jE β
，則變為解 2M個聯立方程式 

1 1 1

11 exp{ [ ln ( ) ln ( ) ln( ( ) ( )]}
N N N

i i iy

i y i y i i
D

α η η
= = =

= − − + +∑ ∑ ∑                  

0 11
1 1 1 1

1(2 ) exp{ [ ln 2 ( ) ln ( ) ln ( ) ln( ( ) ( )]}
N N N N

b

i i i iy

E i y i i y i i
D

α α η σ η
= = = =

= Γ − − +∑ ∑ ∑ ∑  

( )0

1
[ln ( ) exp( ) (1 ) ln ( )] ln 0,     1, , -1

(2 )

N

i j

Ey i i y i j M
A

α

α η
α=

∂
− − − = =

Γ − ∂∑ L

( )0

1
[ln ( ) exp( ) (1 ) ln ( )] ln 0,     j 1, , -1

(2 )

N

i j

Ey i i y i M
α

α η
α β=

∂
− − − = =

Γ − ∂∑ L  

其中 11

1
1

1

( ) ( ) ( )jb
M

j
j

y i i A iβσ η
−

−

=

= −∑ 、 0ln( )
(2 )

j

j
j

E
A

β

β
=

Γ −
。 
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3.20標稱應力控制與真實應力控制 
過去文獻中[23, 24]曾指出在應力均值為零的對稱等振幅應力循環下，會有往拉伸向棘齒的

現象。但有文獻[16]提及，若是標稱應力控制的實驗，會因為循環期間截面積的變化而造成應力

均值往拉伸向偏移，這可能是產生上述棘齒的原因。 

為了瞭解在真實應力均值為零的循環實驗中是否仍會產生拉伸向的棘齒，本計劃對兩種不同

材料：鋁合金 7075 及不銹鋼 316，分別比較在標稱應力控制下與真實應力控制下經對稱等振幅
應力循環後的應變反應，觀察其棘齒現象是否存在？有何差異？並觀察先拉或先壓不同的控制歷

時對棘齒現象有何影響。 
在真實應力控制的實驗過程中，以環向伸長計量測徑向位移，並換算成截面積變化後即時修

正所控制的荷重，以達到真實應力控制的目的。但我們發現鋁 7075由於表面硬度太軟，會讓環
向伸長計嵌入試桿，以致無法達到真實應力控制的目的，為了克服此問題，我們利用金屬材料沒

有塑性體積變形只有彈性變形這一重要事實，進一步假設此彈性為線性彈性，嘗試以下述三組應

變應力對表示此線性彈性組成律: 
A: Lagrangian strain 與 2nd Piola-Kirchhoff stress  
B: Eulerian logarithmic strain 與 Kirchhoff stress 
C: Eulerian logarithmic strain 與 Cauchy stress 
並推導出理論的徑向位移(ur)與徑向座標(r)比值: ru r/ [34]，再以無嵌入問題的不銹鋼 316之實驗
結果來驗證其精確度。這三組理論值與實際環向伸長計的量測值比較結果如圖一。由於我們實驗

使用的試桿經真空退火處理，因此較一般加工硬化(work hardened)處理的試桿要軟，為了避免第
一圈循環時，因應變反應過於劇烈而造成太大的誤差，我們從第二圈循環以後才開始計算理論

值。由圖一我們可知這三種理論值與實際量測值都十分接近。如此理論值便可取代環向伸長計來

回饋修正控制的荷重，達到真實應力控制的目的。 
 

3.21鋁合金 7075的實驗分析 
圖二及圖三是鋁合金 7075 在標稱應力控制下，經三階段(165-185-195MPa)對稱等振幅軸向

應力循環各五圈後的應變反應歷時，圖二為先拉歷時的反應，圖三為先壓歷時的反應，由圖二與

圖三我們可以清楚看到在第三階段 195MPa時，都有明顯往拉伸向的棘齒行為。 
為了清楚觀察出棘齒在循環期間的變化、及方便比較不同實驗的棘齒行為，我們將應變歷時

中，應變率為負的應變貢獻量（ c
iε∆ ）與應變率為正的應變貢獻量（ t

iε∆ ）相重疊比較，對於循

環硬化材料，當 t
iε∆ 大於 c

iε∆ 時，即表示往拉伸向產生棘齒，而且 t c
i iε ε∆ ∆－ 表示每圈的拉伸向棘

齒增量[34]。我們將上述兩組實驗的應變貢獻量重疊後如圖四與圖五。圖四為先拉歷時，圖五為
先壓歷時。 
由圖四與圖五我們清楚看到，在第一階段 165MPa循環期間，應變貢獻量（ t

iε∆ 與 c
iε∆ ）明

顯愈來愈小，即循環硬化的影響頗大。但隨著循環圈數及振幅的加大，應變貢獻量漸趨穩定，即

循環硬化的影響漸小，一旦拉伸向的應變貢獻量 t
iε∆ 大過壓縮向的應變貢獻量 c

iε∆ ，便可逐漸觀

察到拉伸向的棘齒現象。 
因此可推斷，拉伸向棘齒產生的原因是由於拉、壓硬化不對稱所造成，壓硬化大於拉硬化，

使得拉伸向的應變貢獻量 t
iε∆ 大於壓縮向的應變貢獻量 c

iε∆ ，如此隨著循環圈數累積，便形成拉

伸向的棘齒。而循環硬化會影響上述的拉、壓硬化不對稱現象，即 t
iε∆ 受循環硬化影響而小於

c
iε∆ ，因而隱蔽棘齒現象。 
另外再比較圖四與圖五，可發現先壓控制歷時要比先拉控制歷時還早發生棘齒，而且每圈的

棘齒增量也較大。 
圖六是鋁合金 7075在真實應力控制下，經對稱等振幅(185MPa)軸向應力循環後的應變反應

歷時，圖七是其應變貢獻量比較圖。由圖六及圖七可以明顯看到，在排除截面積變化所造成的應

力均值偏差影響，而給予真實應力控制後，仍然有往拉伸向產生棘齒的現象。而且即使應變貢獻

量都還有變小的趨勢，意即循環硬化尚未飽和，只要拉、壓硬化不對稱的影響大過循環硬化的影

響，便可觀察到棘齒。 
 

3.22不銹鋼 316的實驗分析 
為了瞭解上述棘齒現象在不同材料間的差異，以下將以不銹鋼 316的實驗結果和鋁合金 7075

相互比較。不銹鋼 316除了彈性模數與降伏點和鋁合金 7075不同外，在循環期間不銹鋼 316是
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先呈現循環硬化然後轉為循環軟化直到飽和，而鋁合金 7075則是一直呈現循環硬化直到飽和為
止。 
圖八與圖九是不銹鋼 316 在標稱應力控制下，經對稱等振幅(450MPa)軸向應力循環二十圈

的應變反應歷時，圖八為先拉，圖九為先壓。分別將其應變貢獻量重疊比較後可得圖十與圖十一，

若 在 循 環 軟 化 期 間 要 滿 足 拉 伸 向 棘 齒 ， 應 變 貢 獻 量 需 同 時 滿 足 t c
i iε ε∆ ∆＞ 與

1
t c c t
i i i iε ε ε ε −∆ ∆ ∆ ∆－ ＞ － [34]。 
由圖八與圖九我們同樣發現有往拉伸向產生棘齒的現象，由圖十與圖十一可更清楚看到先壓

控制歷時比先拉的還快產生拉伸向棘齒，且先壓的每圈的棘齒增量也比先拉的還大。 
圖十二與圖十三是在真實應力控制下，經兩階段(450MPa-475MPa)對稱等振幅軸向應力循環

的應變反應歷時，圖十二為先拉歷時，圖十三為先壓歷時。圖十四與圖十五分別為其應變貢獻量

比較圖。將圖十四與圖十五與圖十、圖十一比較後可看出，標稱應力控制實驗下的棘齒現象要比

真實應力控制下的還明顯，換句話說，因截面積變化所造成的應力均值偏差，會讓拉伸向的棘齒

更明顯。同樣的，我們也發現先壓歷時的棘齒要比先拉歷時還明顯。 
對於先壓控制歷時的棘齒增量都會大過先拉控制歷時的原因，我們的解釋是因為先壓控制歷

時會讓壓方向的硬化加劇，即壓縮向的應變貢獻量 c
iε∆ 較小，因此讓拉、壓不對稱更明顯，棘齒

增量 t c
i iε ε∆ ∆－ 當然就更大。 

 
4. 討論與結論 

 

1. 本計畫探討各種模擬黏彈性組成關係的方法，包括積分組成律、遲緩譜、鬆弛譜、分布分

數Kelvin與Maxwell模式等無參數表示法，以及微分組成律、廣義Kelvin模型、廣義Maxwell

模型、各種特定分布 Kelvin與Maxwell模型、分數微積分組成律，廣義分數 Kelvin模式、

廣義分數Maxwell模式、各種特定分布分數 Kelvin與Maxwell模式、機械模型等有參數表

示法。 

2. 非退火態初始條件，在實務上極為重要，微分組成律的非退火態初始條件，在 3.7節已給

出，其他各種形式的組成模式的非退火態初始條件仍有待詳細導出。 

3. 積分組成律可作為各種研究的平台，它的各種寫法在 3.12節(不老化線性)與3.14節(老化

線性)已詳細寫出，而老化非線性的通式寫法在3.15節也給出，利用這些平台，選擇 3.14

節的(2)式，以 /pd dε λ做為輸入 u，σ 作為輸出 y，也在 3.17等節，有所應用。但是仍可

探討其他可能性(其他的式，其他的量為u，其他的量為 y)。而且3.12節與 3.14節只是單

邊的積分方程式，還可以如 3.1節的(1)式，與 3.11節的(7)式般，寫出双邊積分方程式，作

為研究的平台。双邊積分方程式作為研究平台是不可或缺的，在 3.11節(8)式已有分數

Maxwell模式的例子。 

4. 本計畫研究譜表示法，建議應該進一步探討其作為（塊）對角化狀態空間表示法的意義以

及狀態矩陣的左右特徵向量基的價值。有關於模式識別、參數估測，如何選擇(降低)參數

的方式，本研究指出有三種離散化的方式以及設定各種統計分布之方式。 

5. 彈塑性組成律的主動應力部份可以用羅倫茲群（或其推廣：龐加萊群、共形群）加以概括，

回應力部份則可仿照線性老化黏彈性積分組成律，以塑性弧長或其同胚代替時間，以塑性

應變代替應變，應力還是應力。由於此積分組成方程式是第二類 Volterra 積分方程式，可

以自然地分出主動應力部份與回應力部份。主動應力部份與上述基於群論導得者比較，可

以幫助確定核函數之移變（非卷積核）部份。而核函數之卷積核部份則可以利用冪函數（或

指數函數或雙曲正切函數）等具體參數化之。 

6. 同樣的實驗數據可以用不同的參數表示法(模式)去做參數估測，那一種方法，用的參數愈
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少(對參加擬合的實驗數據而言)，預測能力愈高(對未參加擬合的實驗數據而言)，則那一種

參數表示法愈好。整體來看，這就由『參數估測』進步到『模式識別』了。所以開發不同

的無參數表示法作為研究平台，並開發各種不同的而有系統的參數表示法，甚為重要，值

得再進一步努力。 

7. 由3.19節的擬合經驗可知：(1)不止函數值本身要擬合，斜率值也要擬合，要做到值對了，

趨勢也對，才是成功的擬合。(2)函數值、斜率值、以及約束條件之間的相對權重，或進一

步更細分，不同區間的相對權重，也必須注意。因為在數值上，各個數據之間的量級可能

大不同，不止百分比之差、或倍數差，而是量級差。(3)因為斜率(趨勢)很重要，必須參加

擬合，所以實驗數據的雜訊必須去除，適當的濾波(光滑化)去雜訊的工作是必要的。(4)由

所擬合的結果(圖一)來看，一個冪函數不夠，必須再增加，因為光一個冪函數，在應力應

變曲線的前、中、後段，以及函數值或斜率值，會顧此失彼，如前段之函數值及斜率值都

模擬好，但其他段卻可能不好，如只顧斜率(其權重加大)，趨勢都對，但函數值卻反而不

好，可見模擬的自由度、模態不夠。 

8. 不論是真實應力控制或標稱應力控制，在對稱等振幅軸向應力循環下，鋁及不銹鋼都會往

拉伸向產生棘齒，而且在標稱應力控制下，由於截面積的變化，會使真實應力的均值往拉

伸向偏，因此棘齒現象較明顯。 

9. 在對稱等振幅軸向應力循環下的棘齒現象主要是由“拉壓硬化不對稱”所造成，壓硬化大

於拉硬化導致拉伸向的應變反應會大過壓縮向的應變反應，因此隨著循環圈數的逐漸累積

會形成拉伸向的棘齒。對於循環期間遲滯圈呈循環硬化的材料，如:鋁合金7075，則會讓

拉伸向的棘齒隱蔽，因此需等到拉壓不對稱的影響大過循環硬化的影響才能觀察出棘齒現

象，換句話說，拉壓不對稱的現象一直存在，而循環硬化隱蔽棘齒的影響卻會逐漸減小。

若在循環期間遲滯圈呈循環軟化的材料，如:不銹鋼316，則無上述隱蔽拉伸向棘齒的現象。 

10. 應力振幅的大小會影響拉壓硬化不對稱的程度，不論是在真實應力控制或標稱應力控制的

實驗中，當應力振幅較大時，拉壓硬化不對稱較明顯，所造成的應變反應差異也較大，棘

齒累積量也大。而在標稱應力控制下的對稱等振幅應力循環，當振幅變大時因為循環期間

截面積變化造成真實應力往拉伸向的偏移會更大，所以會讓拉伸向的棘齒比真實應力控制

的還明顯。 

11. 在循環實驗中，先壓的控制歷時會讓壓方向的硬化加劇（ c
iε∆ 變小的趨勢較明顯），因此先

壓歷時與先拉歷時相比，拉伸向的應變反應會較快大過壓縮向的應變反應（ t
iε∆ 較快大過

c
iε∆ ），所以棘齒會比先拉歷時還快出現。如果棘齒是在循環硬、軟化飽和前出現，則先壓

歷時的棘齒增量（即拉壓應變貢獻量差值 t c
i iε ε∆ ∆－ ）會大過先拉的，因此棘齒現象也較明

顯。 
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圖一 鋁 7075實驗與模擬之 11
bσ η− 曲線 
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圖二 三組理論值與實際環向伸長計的量測值比較 
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圖三  鋁7075三階段(165-185-195 MPa)對稱等振 

幅軸向應力循環應變反應歷時(先拉) 

 
 



 24

0 2000 4000 6000
Time (sec)

-0.80

-0.40

0.00

0.40

0.80

1.20

A
xi

al
 S

tra
in

 (%
)

 
圖四  鋁7075三階段(165-185-195 MPa)對稱等振 

幅軸向應力循環應變反應歷時(先壓) 
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圖五 鋁7075三階段(165-185-195 MPa)對稱等振  

   幅軸向應力循環應變貢獻量比較圖(先拉) 
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圖六  鋁7075三階段(165-185-195 MPa)對稱等振幅 

軸向應力循環應變貢獻量比較圖(先壓) 
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圖七 鋁7075對稱等振幅(185 MPa)軸向應力循環 

應變反應歷時(真實應力控制) 
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圖八  鋁7075對稱等振幅(185 MPa)軸向應力循環 

應變貢獻量比較圖(真實應力控制) 
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圖九 不銹鋼316對稱等振幅(450 MPa)軸向應力循 

環應變反應歷時(先拉) 
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圖十 不銹鋼316對稱等振幅(450 MPa)軸向應力 

循環應變反應歷時(先壓) 
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圖十一 不銹鋼316對稱等振幅(450 MPa)軸向應力 

循環應變貢獻量比較圖(先拉) 
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圖十二 不銹鋼316對稱等振幅(450 MPa)軸向應 

力循環應變貢獻量比較圖(先壓) 
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圖十三 不銹鋼316兩階段(450-475 MPa)對稱等振幅 

軸向應力循環(真實應力控制)應變反應歷時（先拉） 
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圖十四 不銹鋼316兩階段(450-475 MPa)對稱等 

   振幅軸向應力循環(真實應力控制)應變反應歷時（先壓） 
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圖十五 不銹鋼316兩階段(450-475 MPa)對稱等振幅 

軸向應力循環(真實應力控制)應變貢獻量比較圖（先拉） 
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圖十六 不銹鋼316兩階段(450-475 MPa)對稱等 

   振幅軸向應力循環(真實應力控制)應變貢獻量比較圖（先壓） 

 


