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壹、中文摘要 

在從事土壤~結構互制之問題時，常用
邊界元素法模擬半無限遠域之阻抗矩陣，

但利用傳統邊界元素法(Collocation BEM)
所建構之系統矩陣為非對稱且不一定為正

定，不但使得要將邊界元素法與有限元素

法連接使用(FEM-BEM coupling)時整個系
統的對稱性會被破壞，且對數值運算亦有

不利影響。對稱葛勒金邊界元素法

(Symmetric Galerkin BEM, SGBEM)以對偶
邊界積分方程為架構，利用對偶式中各基

本解核函數間之對稱關係，配合加權剩餘

法中的 Galerkin method，而可獲致對稱且
正定之系統矩陣，且數值穩定性與收斂行

為較傳統 Collocation BEM為佳，在近年來
被廣泛應用在各領域之邊界元素法分析

上。本研究將針對均質等向材料之三維問

題建立 SGBEM 分析模式，其中利用座標
轉換與積分域投影技巧處理邊界積分中的

奇異積分問題。經由範例驗證可知本研究

建立之模式能得到相當良好的分析結果。 
 

關鍵詞：對稱邊界元素法、葛勒金法、奇

異積分 

 

Abstract 

For soil-structure interaction problems, 
it is very often to adopt the Boundary 
Element Method (BEM) to the semi-infinite 
far-fields. However, the conventional BEM 
(collocation BEM) has disadvantage because 

the formulated stiffness-like matrix is 
asymmetric and is not always positive 
definite. Therefore, the symmetric virtue of 
the system matrix is ruined in FEM-BEM 
coupling and some ill effects are brought to 
the numerical processes. Symmetric Galerkin 
BEM, based on dual boundary integral 
equations, using the symmetry properties of 
kernel functions in the DBIEs, can produce 
symmetric and positive-definite stiffness-like 
matrices and owns better numerical stability 
and divergence behavior. Hence, SGBEM is 
widely applied in BEM analysis of many 
fields in recent years. This paper deals with 
the regularization of the singular integrals of 
SGBEM in the case of 3D elastic problems 
for isotropic homogeneous solids by 
techniques of coordinate transformation and 
mapping of the integration domains. In 
current study, the developed method is used 
to solve two problems with known analytical 
solution. The accuracy of the developed 
method is verified.  

 
Keywords: Symmetric BEM, Galerkin 

BEM, Singular integrals.  

 

貳、前言 

在從事土壤~結構互制之問題時，常用

邊界元素法模擬半無限遠域之阻抗矩陣，

但利用傳統邊界元素法(Collocation BEM)

所建構之系統矩陣為非對稱且不一定為正

定，不但使得要將邊界元素法與有限元素

法連接使用(FEM-BEM coupling)時整個系

統的對稱性會被破壞，且對數值運算亦有

不利影響。欲使邊界元素法能夠獲得對稱
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之系統矩陣，在近年最常用的方法為對稱

葛勒金邊界元素法(SGBEM)[1]，其為一直
接邊界元素法(direct BEM)，以對偶邊界積
分方程[2]為架構，利用對偶式中各基本解
核函數間之對稱關係，配合由能量觀點出

發之加權剩餘法中的Galerkin method，而得
到雙重積分式，亦可獲致對稱且正定之系

統矩陣。SGBEM的優點除了對稱的矩陣能
減少儲存空間、減少解未知數所需的成本

並易於與FEM結合使用以及正定的矩陣能
避免數值運算的誤差之外，還包括：自由

項(free term)係數易於決定而不受角隅或邊
緣之影響；因加權剩餘法的應用而較傳統

BEM更容易處理奇異積分，且較傳統BEM
更容易收斂[3]。 

針對上述問題，本研究將應用 SGBEM
到均質等向線彈性材料之三維問題中，並

將利用一特殊的座標轉換技巧處理邊界積

分中的奇異積分問題，其最早由 Andrä and 
Schnack (1997)（採三角形元素）[4]與 Sauter 
and Schwab (1997)（採四邊形元素）[5]提
出，並已經有許多應用[6, 7, 8]。此處將利
用基本解核函數的特性配合座標轉換技巧

處理奇異積分問題，建立一套能利用四邊

形元素分析均質等向線彈性材料之三維靜

力問題之 SGBEM模式。 

 

參、對稱邊界元素法 

對一均質等向之彈性體Ω，如圖 1 所
示，令其邊界Γ＝Γu∪Γt(with Dirichlet BCs 
on Γu, Neumann BCs on Γt)，而 b為徹體力
向量，在Γu上 uu = ，在Γt上 tt = 。 

Ω

Γu

Γt

n

x , ξ

t

b

 
圖 1 線彈性靜力問題 

若忽略徹體力，此問題可以用以下的

強奇異邊界積分方程(u-BIE)來描述： 
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其中， Γ∈Γ∈ ξx   ,  ， )(xju 、 )(xjt 分別為

x位置在 j方向的位移與曳引力； ),( ξxijU 、

);,( ωξxijT 分別為均質等向彈性無限域中

位移與曳引力之靜力基本解(Kevin 
fundamental solution)，表示在源點(source 
point) x處有一作用方向在第 i方向之單位
作用力時，在場點(field point) ξ處所引致之
第 j方向位移與曳引力；i = 1~3, j = 1~3, 表
示座標軸的三個方向(x, y, z)；cij(x)為 x位
置之自由項(Free Term)係數，與邊界之幾
何形狀有關，對於平滑的邊界，cij(x)＝
½δij。 

 
上述問題亦可用超奇異邊界積分方程

(t-BIE)來描述： 

0)(),(

)(),()()(
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∫
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ξ
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ξξx

ξξxxx
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dtUtc

jij
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其中， ),( ξxijU 、 ),( ξxijT 分別為位移與曳引

力之基本解對源點之微分；對於平滑的邊

界， )(xijc ＝½δij。而由以下之等式[4]： 
0),( =Γ∫Γ ξξx dTij                  (3) 

可將式(2)藉由減去一剛體運動項將奇異性
降階，而改寫為以下之強奇異形式： 

    
[ ] 0)()(),(

)(),()()(
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欲建立邊界元素，必須經過離散化的

過程。若以第 e個元素中各節點之位移及
曳引力利用形狀函數內插，可得第 e個元
素中任意位置之位移及曳引力為： 
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其中， eΓ∈x ； eΓ 為第 e個元素之表面積 
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e = 1~NE；NE = 元素之數目；NNE = 每個
元素之節點數目； em

iû 、 em
it̂ 為第 e個元素

之第 m個節點之位移與曳引力向量；
)(xemN 為第 e個元素之第 m個節點之形狀

函數。則第 e個元素中之 u-BIE可表為： 
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    若利用加權剩餘法之觀念改寫上式，且
基於Galerkin Method之精神，採用形狀函數
作為加權剩餘法中之權重函數，並將將元素

積分領域投影至元素之區域座標系統（如圖

2所示），以方便積分之操作，可改寫式(7)
為則可得新的 u-BIE為： 
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(7) 
其中，n=1~NNE， )( ),( ζη el JJ 為因元素積分

領域投影而產生之 Jacobian。引入加權剩餘
法後，在進行外層積分之時，元素邊緣之

)(xijc 事實上對積分並無貢獻，故可以將上
式中之 )(xijc 直接用½δij代換之[7]。 
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η2
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Source Element
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圖 2 元素區域座標系統之示意圖 

 

若對式(4)做同樣的操作，可得： 

( ){ }
( )[ ]{

}
( )

} 0ˆ])(][)([                  

)()(),()( 

])(][)([                  

ˆ)(ˆ)()(),()( 

ˆ])()[()()(
2
1

2121

1 1

2121

1 1

1
21

=⋅



−

⋅

−+

∑ ∑ ∫ ∫

∑ ∑ ∫ ∫

∑ ∫

= =

= =

=

lm
j

el

NE

l

NNE

m
R R

lm
ij

en

el

NE

l

NNE

m
R R

em
j

emlm
j

lm
ij

en

NNE

m

em
iR

eemen

tddJddJ

NUN

ddJddJ

uNuNTN

tddJNN

e j

e l

e

ζζηη

ζζηη

ζζ

ζη

ηηξζxζ

ζη

ζηηξζxζ

ζζζxζ

            

(8) 
 
為了得到對稱的 BEM系統矩陣，將利
用基本解核函數之對稱特性： 

),(),(),( ξxxξξx T
ijjiij UUU ==       (9) 

),(),(),( ξxxξξx T
ijjiij TTT ==        (10) 

),(),(),( ξxxξξx T
ijjiij TTU ==        (11) 

亦即，弱奇異與超奇異核函數為對稱，

u-BIE與 t-BIE中之強奇異核函數互為轉
置。若元素 e在Γu上，則採用 u-BIE，在Γt

上則採用 t-BIE，以矩陣形式表示，可得： 
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其中， tu 與 ut 分別表未知的位移與曳引
力， uu 與 tt 分別表已知的位移與曳引力；
U、T、U與T分別為 ijU 、 ijT 、 ijU 與 ijT

各核函數在邊界積分式中對應之雙重積分

項； uR 與 tR 代表所有已知節點位移與曳引

力值之貢獻。由核函數之對稱性質，可知
u
u

Tu
u UU =)( 、 t

t
Tt

t TT =)( 、 t
u

Tu
t UT =)( ，則

以上由邊界積分所得之系統矩陣將具有對

稱之形式，此即所謂之 SGBEM。 
 
肆、奇異積分 

4.1 SGBEM之奇異積分 

在 SGBEM中，包含以下的邊界積分：  
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其中，

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

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ijij

ijij
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K  

而在以下的元素連接情況下，在進行邊界

積分時必須處理奇異積分的問題： 
(1) e = l （coincident case，如圖 3(a)）； 
(2) Re∩Rl = an edge （edge-adjacent case，
如圖 3(b)）； 

(3) Re∩Rl = an vertex（vertex-adjacent 
case，如圖 3(c)）； 

 
邊界積分式中各核函數之奇異性分別

為 ： )(  , )(  :BIE-u 21 −− == εε ijij TU ；

)(  , )(  :BIE-t 32 −− == εε ijij TU 。故需處理

弱奇異、強奇異與超奇異積分。此處所用

之方式，係整合 Novati and Frangi (2002)提
出之四邊形元素利用座標轉換技巧處理弱

奇異積分的方法，以及 Andrä and Schnack 
(1997)與 Haas and Kuhn (2002)所提出利用
基本解核函數的對稱性與力學特性，配合

座標轉換技巧處理強奇異與超奇異積分的

方法。其步驟包含： 
(1) 引入一相對座標系統，亦即定義一差值
向量(difference vector) ζηu −=d ； 

(2) 利用相對座標系統與特殊座標投影關
係，將該四維度之邊界積分式的積分領

域分為幾個對稱的三角形子積分領域； 
(3) 對於各個三角形子積分領域，利用

Duffy’s triangular coordinate[9]，產生一
jacobian項，其可處理弱奇異積分； 

(4) 對於平面元素（元素各節點在同一平面
上），可綜合前三項步驟，配合式(4)，
並利用核函數(Kij)之對稱特性，處理強
奇異與超奇異積分。 

ζ1, η1

ζ2, η2
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η2
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ζ2

η1

η2

1 2

34

21

34

34

21

2

34

1
1

2

3 4
(c) vertex-adjacent case

(b) edge-adjacent case(a) coincident case

 
圖 3 會產生奇異積分問題之各種情況 

4.2各種情況之奇異積分操作 

1. coincident case 

    區域座標系統η與ζ之方向定義如圖 3 
(a)所示，則邊界積分式為： 
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其中，”＋”號對   , ijijij TUK = 時成立，”－”

號對 ijijij UTK  ,= 時成立。式中各變數的定

義如表 1所示，其中 
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表 1 各變數之定義：coincident case 

 a 1 2 3 4 
a

1ζ  v3 v3 v4 v2 + v4 
a
2ζ  v4 v2 + v4 v3 v3 
a
1η  v1 + v3 v1 + v3 v2 + v4 v4 
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a
2η  v2 + v4 v4 v1 + v3 v1 + v3 
對於 ijijij UTK  ,= 之情況，
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(18) 
配合 Duffy’s triangular coordinate，則
coincident case之奇異積分即可處理之。 
 
2. edge-adjacent case 

區域座標系統η與ζ之方向定義如圖
3(b)所示，則邊界積分式為： 
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其中，
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式中各變數的定義如表 2所示，其中 
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表 2 各變數之定義：edge-adjacent case 

a 1 2 3 4 5 6 
a

1ζ  v4 v5 v5 v1 + v4 v2 + v5 v2 + v5

a
2ζ  v2 v1 v3 v2 v1 v3 
a
1η  v1 + v4 v2 + v5 v2 + v5 v4 v5 v5 
a
2η  v3 v3 v1 v3 v3 v1 

3. vertex-adjacent case 

區域座標系統η與ζ之方向定義如圖
3(c)所示，則邊界積分式為： 
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(21) 
式中各變數的定義如表 3所示 

表 3 各變數之定義：vertex-adjacent case 

a 1 2 3 4 
a

1ζ  ω ξ1ω ξ1ω ξ1ω 
a
2ζ ξ1ω ω ξ2ω ξ2ω 
a
1η ξ2ω ξ2ω ω ξ3ω 
a
2η ξ3ω ξ3ω ξ3ω ω 

 

伍、案例分析 

為了驗證本研究所推導具對稱性邊界

元素法之正確性，下面將分析兩個具理論

解之彈性力學問題。 

5.1單位立方體受單軸拉力 

考慮一邊長為 1m 之立方體（如圖 4
所示），其邊界條件為：在 x1=0面上 u1=0、
在 x2=0面上 u2=0、在 x3=0 面上 u3=0、以
及在 x3=0面上 t3=106 N/m2。此處建立兩個

模型來分析，分別由 6 個邊界元素（如圖
4(a)）與 24 個邊界元素（如圖 4(b)）所建
立。 

圖 5為在 x3=1m之面上四個角隅之 u3

數值解與理論解之誤差比較。圖 4(a)中之
模型而言，隨著每個維度的高斯積分點增

加，誤差會越來越小，當積分點為 6個時，
誤差可以降到約 2×10-6左右；而對於圖 4(b)
中之模型而言亦有類似趨勢，且誤差更

小，當積分點為 6個時，誤差可以降到約 5
×10-7左右。由於分析結果與理論解相當符

合，且數值分析之精確度會隨積分點之增

加以及元素切割之數目增加而升高，故可

證明本研究提出之方法有良好的行為。 
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圖 4單位立方體受單軸拉力之模型示意圖 
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圖 5數值解與理論解之比較 

5.2 Leon Problem 

本問題為一受單軸均勻張力之均質等

向無限介質中，含有一球形空洞，如圖 6
所示。介質中各點之各應力分量之理論解

係由 Leon(1908)[10]提出。 
由於 Leon problem之對稱性，故建立
一 1/8模型來模擬之，如圖 7所示，由球心
至模型邊界之距離 h為 5倍球徑ρ。其邊界
條件為：對稱面上法向之位移為 0，即在
x=0之面上 u1=0、在 y=0之面上 u2=0、在
z=0之面上 u3=0，球面與模型邊界上之 x=h
與 y=h平面為 traction free，模型邊界上之
z=h平面則受 p=t3=108 N/m2。 

此處將比較沿 x軸之σφφ與σrr應力分量

之理論解與數值解，如圖 8 所示。由圖 8
可知，理論解與數值解相當符合，除了在

接近球面處 (r→ρ)由於應力變化梯度很
大，以及在接近模型邊界處 traction free的
假設與實際上無限空間的條件不同，出現

略大的差異。 
 

y

x

z

θ

φ
r

ρ

σrr

σφφ

σθθ

p

p  

圖 6 Leon Problem 

h

h

(a)由球心向分析邊界看

xy
z

(b)由分析邊界向球心看
 

圖 7 Leon Problem之邊界元素模型 
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圖 8沿 x軸之σφφ（上）與σrr（下）理論解     
與數值解之比較 

 

陸、結論 

本研究採用能建構出具對稱形式系統

矩陣的 Galerkin BEM，用以建立三維均質
等向線彈性材料靜力問題之分析程式。對

於在 Galerkin BEM中所會遭遇到的弱奇
異、強奇異與超奇異邊界積分問題，則是

採用一特殊之座標轉換技巧，其引入相對

座標系統以及一些特殊的積分領域幾何轉

換關係，而能解決弱奇異積分問題，再配

合基本解核函數之對稱關係與力學特性，

則可解決強奇異與超奇異積分問題。 
同時本研究亦利用具有理論解之範例

來作驗證分析，顯示本研究所提出之方法

能夠分析一般彈性力學問題，而得到相當

正確之結果。 
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