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一﹑中文摘要 

對於異質性地下水系統而言，介質的異

質性和空間變異性是地質層本身固有的特

徵，它導致滲透性能的空間變異性而直接影

響地下水流動和污染物傳輸過程。因此，如

何將模擬地區的地質參數適切的描述，是模

擬結果準確與否的關鍵因素之所在。本研究

從探討物理模式中參數的尺度效應，建立一

套小波理論為基礎的分析方法，用以將異質

性地下水系統之參數的尺度量化，研究中首

先利用小波母函數，建立一維異質性地下水

系統水力傳導係數與壓力水頭之小波能譜理

論關係。其次，利用人工產生之非定常性水

力傳導係數場，以正向問題方法，分析與比

對實際能譜和小波分析建立能譜之間的對應

關係；以及探討尺度效應與異質性地下水系

統小波能譜的關係。本研究已完成建構一個

可以同時處理定常性和非定常性地水問題的

通式化方法的理論推演，數值實例驗證部分

初步結果顯示小波分析理論所建構尺度化分

析方法，可以辨識地層中的不連續現象(如斷

層)及非定常性(異質性)行為。 

關鍵詞：異質性、非定常性、小波母函數、

小波能譜、尺度效應。 
 

Abstract 
For the heterogeneous subsurface system, 

the heterogeneity and the spatial variability are 
the intrinsic properties of porous media which 

affects the water and pollutant transport process 
directly. A key factor of simulating results 
depends on whether the parameters of the 
subsurface system were parameterized properly 
or not. In this study, a wavelet based analysis is 
applied to evaluate the scale effects of 
parameters and to develop a quantitative 
method of parameter scales. First, the wavelet 
kernel function is used to derive the theoretical 
relationship between the wavelet spectrum of 
piezometric head and hydraulic conductivity in 
a one-dimensional heterogeneous system. 
Furthermore, by solving forward problem, the 
relationship between the wavelet spectrum 
energy of nonstationary hydraulic conductivity 
field that is generated artificially and the actual 
energy is analyzed. Finally, the scale effects 
that contribute to wavelet spectrum energy in 
the heterogeneous groundwater system are 
investigated. A general theoretical solution for 
tackling both stationary and nonstationary 
process was developed. The numerical 
examples showed that wavelet-based approach 
was able to identify both discontinuity and 
pattern of heterogeneous for the nonstationary 
hydraulic conductivity of subsurface 
groundwater system.   
Keywords: heterogeneous, nonstationary, 
kernel function, wavelet spectrum, scale effects         



二、研究目的 

2.1. 地層中空間異質性和尺度問題 

天然孔隙介質的孔隙結構是由孔隙和孔

隙骨架所構成的非連續體，在大於孔隙結構

尺度代表單元體積(REV)的線性尺度上，是具

有空間變異性的連續體。因此代表單元體積

的線性尺度是天然孔隙介質具有實用意義的

起始研究尺度，在此尺度以下是描述孔隙結

構的微觀尺度。傳統上，探討有關水流及污

染物傳輸流經孔隙介質的過程，是建立在這

樣的一個平均尺度上質量的連續性和動量平

衡為基礎。圖一為 Gelhar(1994) 用來說明流

體在孔隙介質中流動尺度範圍，從微觀的分

子尺度(約 10-8 以下)藉由平均的方式而達到

滿足流體力學中的連體假設，而孔隙介質中

則藉由 R.E.V 的概念再作一次平均得到滿足

孔隙介質的連體假設，透過這種逐級平均的

方式，求得屬於各個研究範圍的代表尺度，

圖一顯示由於水力傳導度在空間的變異造成

異質性的尺度範圍約在 10-2 m 到 103 m 之間。  

 
從影響地下水運動和溶質傳輸的角度而

言，天然孔隙介質主要參數是水力傳導度、

孔隙率和儲蓄係數，他們的空間變異決定了

含水層的水力特徵及其空間變異特徵。空間

變異統計結構的描述與空間擴展尺度及尺度

結構有關，孔隙介質的水力參數特別是水力

傳導係數，在同一尺度和不同尺度的空間區

域內可呈若干的量級的變化，在黏土和砂礫

的交互沉積的含水層中，水力傳導度變化的

幅度可達 13 個量級，孔隙率變化幅度可達 2

個量級(約 0.01~0.60) (楊, 2000)。大尺度空間

區域中水力傳導係數空間變異性統計特徵，

控制着流體流動和溶質傳輸主要通道和路徑

統計結構﹔小尺度空間區域中水力傳導係數

空間變異特徵控制流速空間分佈和溶質傳輸

延散結構。孔隙介質參數空間變異性，決定

於基本沉積結構單元的孔隙結構特徵和沉積

環境，一個大尺度的含水層包含多種類型的

沉積、地層單元，參數的空間變異統計結構

與含水層空間擴展尺度有密切的關係。因

此，要建立含水層參數空間變異結構需要引

入空間變異尺度的概念。Dagan 1986 提出建

立異質性與模擬尺度關係時，將尺度分為：

實驗室尺度(laboratory scale or bench scale)，
局部尺度(local scale)，及區域尺度(regional 
scale)三種基本尺度如表一所示，表中 L 代表

流場空間擴展範圍的基本長度﹔ I 代表描述

空間變異性變量的相關長度，也就是空間中

兩隨機變量不具有相關性的空間距離﹔D 代

表變數體積平均的長度，這長度與量測工具

尺寸有關。Dagan 認為，分析時 I、D 和 L 這

三種長度尺度扮演很重要的角色，在實驗室

尺度時通常 LDI <<<< 的情況很普遍，因此

滿足遍歷性的條件，整體統計平均可藉由體

積平均求得﹔在局部尺度時，這種關係較不

明顯，因此以孔隙介質有效的特性(例如，有

效水力傳導係數)來表示﹔而在區域尺度

時， ID << 是經常出現的情況，例如我們經

常所能獲得的是在該區域內的點量測值，因

此不確定性變得很大，需要採用更高次的統

計動差或利用地質統計方法來達成。 

 
2.2. 傳統統計方法的限制 

應用上地質統計方法經常會假設二階定

常性或內在假設，然後藉著一階動差或二階

動差來求得隨機變量的統計量，也就是定常

性假設下的特性尺度及參數值，空間域(space 

domain)通常以相關函數(correlation function)

或是藉由傅利葉轉換將之轉換至頻率域以頻

譜密度函數(spectra density function)來分析

(Gelhar, 1994)，然而傅利葉轉換是屬於定常性

理論基礎下的一種全域轉換。一般而言，地

層中水文地質參數的主要空間頻率及相關尺

度在空間上變化很大，亦具有空間的異質性

的多尺度結構，而且可能均具有非線性的行

為，這種情況下定常性理論基礎下的分析方

法就有些不足以應付，例如，若我們想知道

異質性變量在某些局部位置空間的變化情



況，就須以空間-頻率(或時間-頻率)二維表示

方式才能達成。本研究的主要目的包括：探

討尺度效應表現在自然狀況的異質性方式及

特性、以小波分析理論建立一套描述地層的

異質性，以及建立異質性與尺度效應於數值

模擬的定性關係。 

三﹑研究方法 

本研究以小波分析理論來建構中水文系

統的時間尺度和空間尺度參數化，本節內容

主要包括波分析之基本理論背景、傅利葉能

譜和小波能譜的守恆關係、傅利葉轉換至小

波轉換的類比，以及傅利葉轉換應用於非定

常性序率過程之推廣等四個內容，茲分述如

下。 

 

3.1 小波轉換之理論背景 

傅利葉轉換(FT)是在科學及很多工程領

域中重要的應用工具，傳統的訊號分析是建

立在傅利葉轉換的基礎上，以時變訊號 )(ts
為例，其連續傅利葉轉換的定義為﹔ 

ττ τπ desfS fi2)()( −∞

∞−∫=   (3-1) 

其逆轉換為； 

  ∫
∞

∞−
= dfefSts ftiπ2)()(   (3-2) 

從(3-1)式和(3-2)式中可看出，傅利葉轉

換屬於全域的轉換，換言之，傅利葉轉換時

間域和頻率域完全分開，傅利葉轉換後看不

到時間的訊息，當我們對於某個特定時間點

的能量感興趣時，從(3-1)式中是找不到任何

端倪的，這也是非定常性(或異質性)資料最關

鍵的性質。 

Gabor 於 1946 年提出的所謂短時傅利葉

轉換 (STFT)，是屬於一種線性時-頻的表示方

式，主要是用來分析非定常性訊號的問題，

其概念是將時變訊號 )(ts 乘上一個中心位置

在 t 且具有限制範圍的視窗 )(th 即﹔ 

 
τττ τπ dethxftF fi

x
2−∞
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      (3-3) 

這個定義提供一個重要結果，即只要是

有限範圍的視窗，就可找到原始訊號與短時

傅利葉轉換之間一對一關係使得正轉換和逆

轉換的關係存在。此轉換雖然解決傅利葉轉

換在分析非定常性訊號方面的問題，但其仍

存在一個瓶頸，即不能根據低、高頻信號的

特點自動調整時-頻視窗，表現在時-頻局部化

的細緻和靈活度方面較不理想。 

而小波轉換主要概念是將(3-3)式中頻率

域的平移運算以一個時間域中的尺度運算給

于取代，是以一個有限支撐的函數 )(tψ 與時

變訊號 )(ts 做褶合積分，即 

式中， ),( aWs τ 是訊號 )(ts 的連續小波轉換係

數；a>0 稱為尺度因子；τ稱為平移因子；

)(ωS 是訊號 )(ts 的傅利葉轉換； )( ωaΨ 是小

波母函數 )(taτψ 的傅利葉轉換。而將訊號 )(ts
做小波轉換就意味著將一個時間函數投影到

二維的時間-頻率平面上，而 )(taτψ 稱為小波

母函數基底其定義為： 

)(1)(
a

t
a

ta
τψψ τ

−
=        (3-5) 

從(3-5)式可看出小波母函數基底乃是透過小

波母函數(wavelet kernel function) )(tψ 的平移

以及脹縮所形成的一組基底，式中τ 反應平

移量，而 a 反應脹縮量。小波母函數有多種

形式，建構方法也可不同，然而小波母函數

必須滿足一些數學條件(楊福生，2000)，才能

被用來當作小波母函數，這些條件包括： 

 

(1) 有限的支撐長度(finite support) 

即在橫軸的兩端不會有無窮遠的漸

進線，也就是在橫軸的某個位置含

數值一定會與橫軸相交。  

(2) 容許條件 (admissible condition) 

ωωω
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即： ∫
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Ψ
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ω
ω

ψ dC )(
，以便保

證小波轉換可以逆轉回來。 

(3) 正規性(regularity condition) 

即：   ,  ~1  ,  0)( npdttt p ==∫ ψ 且 n

值越大越好。 

(4) 對稱性 (symmetry) 

即函數對稱於縱軸，因此可滿足對

函數積分為零的特性。 

 

其中(3)和(4)項為非必要條件，只是滿足

該條件時，母函數的特性會比較好若滿足(2)

的條件，則(3-4a)的逆轉換為： 

∫ ∫
+∞

∞−

+∞
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= dadtaW

aC
ts as τψτ τ

ψ

)(),(11)( 2   (3-6) 

由於小波母函數僅需滿足上述條件，就

可用來當作分析的核函數，因此小波母函數

具有不唯一性與多樣性，故較傳統傅利葉更

具彈性，傅利葉只有 sin(ωt), cos(ωt) ,exp(iωt)

等基底函數，故具有唯一性，在工程應用中，

選擇最佳小波母函數基底是一個很重要的工

作，因為利用不同小波母函數基底分析同一

問題對結果的判釋會稍微有差異，Pando 等

(1998)曾利用小波基底對訊號(資料)分析結果

與理論分析結果的誤差來判定小波母函數基

底的好與壞，目前已經被數學家推導出來，

並常被引用的小波母函數有 Harr Wavelet, 

Daubechies Wavelet, Mexican Hat Wavelet, 

Morlet Wavelet 以及 Meyer Wavelet 等。 

在此須進一步說明是，由於上述理論，

最早均被應用在訊號處理的時間序列問題；

若我們將上面討論的時間序列問題視為空間

序列問題，亦即用來處理空間異質性問題

時，其邏輯上是完全相同的，只需將原本為

時變訊號 )(ts 變成空間變異訊號時變訊號

)(xs ，而前面所討論的各種轉換的關係依然

成立。 

 
3.2 傅利葉能譜和小波能譜的守恆關係 

 

就如同傅利葉頻譜分析一樣，無論用哪

一種轉換方法當成轉換的工具，當我們把一

訊號 )(ts 從時間域轉換到頻率域時，其總能

量 E 在時間域及頻率域必須滿足守恒條件

即﹔ 

 dffSdsE
22

)()( ∫∫
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∞−

+∞

∞−
== ττ  (3-7) 

同樣的，短時傅利葉轉換是在二維 (t , f) 

平面上，
2),( ftFs 表示在某特定時間τ和頻率

f 的能量，其總能量與訊號之關係為﹔ 
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+∞

∞−

+∞
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22
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小波轉換是在二維 (τ , a) 平面上，
2),( aWs τ 表示在某特定時間τ和尺度 a 的能

量，其總能量與訊號之關係為﹔ 
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+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
== 2

22

),()(
a
dadaWdsE s
ττττ (3-9) 

從 (3-7)、(3-8) 及 (3-9) 式可看出三者的

關係，短時傅利葉頻譜是將訊號的局部能量

分佈在在 (t , f) 平面上﹔而小波頻譜是將訊

號的局部能量分佈在在 (τ , a) 平面上，而傅

利葉頻譜則是將時間域的能量和頻率域的能

量完全分離出來且時間域與頻率域的總能量

相等。 

 

3.3 傅利葉轉換至小波轉換的類比 

 

傅利葉轉換在處理定常性(或均質性)序

率過程時自相關函數與頻譜密度函數間的關

係﹔ 

 
2..

..

)()()]()([)(

)()(

fSfStstsER

fSts

ss

TF

ss

TF

=⇔−=

↓↓
⇔

ττ

 

 

式中， )( fS 為 )(ts 的傅利葉轉換，而 )(τssR 和

)( fSss 分別是序率過程 )(ts 的自相關函數與

頻譜密度函數。在序率地下水文學的領域中

均以此觀念為出發點，如 Kitanidis, 1983; 

Dagan, 1989; Gelhar, 1993 等。 

(3-10)



 

利用上述的類比關係將小波轉換延伸 

(Flandrin,1988) 以處理非定常性(異質性)序

率過程的問題，則小波轉換將能應用於更廣

的範疇。 

2)15.(.
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),(),(

),()(

aWftWVD

aWts

s

qE

s

s
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τ

τ

→
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式 中 ， ),( aWs τ 為 )(ts 的 小 波 轉 換 ， 而

),( ftWVDs 稱為 Wigner 分佈 (Claasen and 
Mecklenbräuker,1980﹔Cohen,1989)，其主要

是用來從事非定常性訊號問題的時-頻分

析，其定義為﹔ 

∫
+∞

∞−

−−+= τττ τπ dettRftWVD fi
sss

2)
2

,
2

(),( (3-12) 

故其總能量為 
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2
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而我們有興趣的小波頻譜和 Wigner 分佈的

關係 (Flandrin,1988) 為 

dudfaf
a

uWVDfuWVDaW ss ),(),(),( 2 ττ ψ
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⋅= ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

                                 (3-14) 

從(3-14)是可看到用來分析非定常性(異

質性)歷程的問題的小波轉換與 Wigner 分佈

間的關聯，就好像用來分析定常性(均質性)

歷程傅利葉與的連結一樣。事實上，(3-10)

式和(3-11)式的類比關係並未完全對應，若將

(3-11)式改成下列關係： 
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                                (3-15) 
則可清楚的看出傅利葉轉換與 Wigner 分佈及

小波轉換之間清楚的類比關係。從(3-15)式可

看出非定常性(異質性)歷程經轉換後時間和

頻率(或時間和頻率)會同時存在，不像定常性

(均質性)歷程，時間域(空間域)經傅利葉轉換

後全部變成頻率而看不到時間(空間)。 

 

3.4 傅利葉轉換應用於非定常性序率過

程之推廣 
 

我們可以將(3-15)式作進一步推廣改寫

成(3-16)式的形式，其可應用在與更廣的範

圍，其包含定常性及非定常性序率過程。 

 
 
 

     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(3-16)式是(3-10)式的類比並加以推廣，

它將解決問題的方法通式化，亦即(3-16)式可

用於各種請況包括定常性和非定常性等問

題，對定常性問題而言，它僅僅是(3-16)式的

一個特例 (special case)。同樣的若將(3-16)式
中的時間域(time domain)，改成空間域(space 

domain)則可用來處理空間異質性問題。 

四、空間變異性分析  (spatial 

variability analysis) 
考慮一維穩態異質性序率地下水系統的

控制方程式如下(Gelhar,1994)： 
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






dx
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d φ     (4-1) 

式中， )(xφ 為總水頭； )(xK 為飽和水力傳導
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(Frequency domain) 

(Time domain) 
(3-16) 



係數，假設為一個序率過程；x 為水平方向

座標，(4-1)式可以改寫成： 

0)ln(
2

2

=+
dx
d

dx
d

dx
Kd φφ    (4-2) 

利用微小擾動法 (perturbation method) 

令 
)()()(

)(ln
xhxHx

xfFK
+=

+=
φ

   (4-3) 

其 中 ， ][ln KEF = 且 0][ =fE ; 

)]([)( xExH φ= 且 0][ =hE  

將(4-3)式代入(4-2)式，且忽略高階項 2

2

dx
Hd

，

則得擾動控制方程式可表示為： 

02

2

≈+
dx
dfJ

dx
hd     (4-4) 

 
4.1 利用定常性方法來求解 
在求解(4-4)式時，傳統的序率地下水文

學的方法是以傅利葉頻譜分析理論為基礎 

(Gelhar, 1993 )，假設序率過程為定常性，而

定常性分析方法主要是根據傅利葉-史提吉

斯展開法(Fourier-Stieltjes representation )為
基礎，廣泛應用在定常性序率地下水系統

中，其主要概念係假設(4-4)式中 h 和 f 滿足

統計上的定常性，其可表示為： 

∫
+∞

∞−
= )()( ωω

f
xi dZexf    (4-5) 

∫
+∞

∞−
= )()( ωω

h
xi dZexh    (4-6) 

式中 )(ωfdZ 和 )(ωhdZ 分別是 f(x)和 h(x)的序

率 過 程 ， 其 主 要 特 性 是 0)]([ =ωdZE 且

0)]()([ =∗ ωω dZdZE ， )(ω∗dZ 與 )(ωdZ 互為

共軛，而ω代表角頻率。將(4-5)式及(4-6)式代

入(4-4)式得： 

∫
+∞

∞−
=⋅+⋅ 0})(){( 2

f
xi

h
xi dZeiJdZei ωω ωω (4-7) 

則 

fh dZ
i

JdZ
ω
−

=     (4-8) 

函數 h 的頻譜密度函數可表為： 

ffhh SJS 2

2

ω
=      (4-9) 

式中， ][ *
hhhh dZdZES ⋅= 為函數 h 的頻譜密度

函數； ][ *
ffff dZdZES ⋅= 為函數 f 的頻譜密

度函數，從上式可看出， hhS 在波數等於零時

會有奇異點發生。因此必須引入一些符合物

理限制條件，即讓水力傳導度的頻譜函數 ffS
在零附近比更快趨近於 0，在物理上，相對

於這樣的情況，即是要求震幅在低頻時相對

非常小。滿足這樣的頻譜函數又叫做 “hole 
function” 即： 

222

322

)1(
2

)(
l
l

S f
ff ωπ

σω
ω

+
=    (4-10) 

其對應的變異數函數為 

)(2 )1()( leR lfff

ξξσξ −−=   (4-11) 

式中 l 是相關長度。 
 
4.2 利用小波分析法來求解 
 
然而自然界的水文歷程及現象絕大部分

屬於非定常性(或是空間上的異質性)，吳等

(2002)曾利用統計方法證明資料的非定常性

現象，該資料被假設成定常性而以傅利葉頻

譜分析理論來分析。若考慮序率水文過程資

料的非定常性現象，以小波轉換來分析求解

(4-4)式，則式中 h 和 f 沒有統計上的定常性

或非定常性的限制，利用(3-6)式將 h 和 f 作

小波逆轉換如下： 
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        (4-13) 
代入(4)式得： 
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(4-15)式中右手邊
)(
)(

x
x

a

a

τ

τ

ψ
ψ
′′
′

項若採用適當的小

波母函數，則就可容易的找到 h 和 f 間小波

係數的解析關係。接下來說明如何以高斯函

數 (Gaussian function) 來 推 導 小 波 函 數

( Lewalle,1998)，高斯函數的表示式為: 

2

2

)(
z

ez −=ψ      (4-16) 

(16)式的一次微分為 

2

2

)(
z

ezz −⋅−=′ψ     (4-17) 

若將(4-16)式微分二次可得到 
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若將(4-16)式微分三次可得到 
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則 (4-17)(4-18)及 (4-19)式做縮張 (dilation)和

平移(translation)則得三組小波基底函數，其

分別為： 
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(4-20) 式 又 稱 為 反 對 稱 小 波 基 底 函 數 
(anti-symmetric wavelet)，  
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(4-21)式又稱為墨西哥草帽小波基底函數 
(Mexican hat wavelet)， 
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(4-21)式又稱 g3 小波基底函數 (Gaussian third 
order wavelet)雖然高斯函數本身並不滿足作

為小波函數的要件；然而其各階導數卻都能

滿足作為小波函數的要件。若取反對稱小波

基底函數(4-20)式作為(3-4a)式中的小波分析

核，則將(4-21)式及(4-22)式代入(4-15)式可得

到： 
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        (4-23) 
若以能量則(4-23)式可寫成 
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表示 h(x)在 τ−a 平面上每一點的小波係

數能量與 f(x)的小波係數能量之對應關係。在

(4-24)式中令 2
3

2
222 ]
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則 

222 ),(),(~),( τττ aWaKaW fh ⋅=  (4-25) 

h 小波係數能量
2),( τaWh 是藉由轉換函數

),(~ 2 τaK 和 f 小波係數能量
2

),( τaW f 相乘而

得。 

 
4.3 分析實例 
 

以下用兩個非定常性的分析實例，來

說明(4-23)式及(4-25)式之應用，並探討水

力傳導係數與壓力水頭之小波能譜關

係。圖二和圖三分別用來模擬兩個不同特

性的地層構造， 

 

實例 (一) 

如圖二所示 K(x)的分佈為： 

]100,51[   ),1,0(2.00.2         
]50,0[           , )1,0(0.5)(

=×+=
=+=

xN
xNxK

 

這種分佈方式的設計主要是用來模擬地

層中有斷層的情況，斷層兩側為兩個不同

特性 K(x)的序率過程。 

 

實例 (二) 



如圖二所示，K(x)的分佈為 

]100,0[    ),1,0()sin(0.5)( 4 =+= xNexK
x

 

用來模擬頻率一直在改變的非定常

性的現象。 

上述兩種不同序率過程的 K(x) 輸入

到地下水系統所，會造成不同的地下水水

頭反應。利用小波轉換(3-4a)式，求得 K(x) 

即(3-4a)式中 f 的小波係數 ),( τaW f 然後

透過(4-24)式，可求得地下水水頭 )(xh 小

波係數能量 ),( τaWh 最後再利用小波轉

換(3-4b)式，將 ),( τaWh 作小波逆轉換而可

得到 )(xh 的序率過程。在分析求解過程中

小波分析所展現的尺度現象，以及在(4-24)

式中 ),(~ τaK 的行為和其物理特性，乃是下

一節所探討的主題。 

五、結果與討論 

利用小波轉換將分析實例(一)的 K(x)的

分佈轉換如圖四所示，圖上可看出在斷層處

有明顯的能量變化，在圖四藍色線的兩側高

能量的部分，是由於資料的兩個端點所造

成，這種現象在訊號或圖形處理尚稱為邊緣

效應(edge effect)，因此，此在藍色線色線以

內的部分才是 K(x)的分佈的真正表徵。圖五

為分析實例(二)的 K(x)的分佈轉換圖，圖中左

側部分也有前述現象，而右側部分因為 K(x)

的分佈在 N(0,1)間變動且呈指數衰減所以不

明顯。 

圖六為實例一控制方程式配合邊界條件

的數值計算水頭分佈，利用數值計算給定邊

界條件求得水頭 h(X)的分佈，圖中三組藍色

的線，為給定不圖的邊界條件下，所求得水

頭 h(X)的分佈。相同的，圖七為實例二控制

方程式配合邊界條件的數值計算水頭分佈，

利用數值計算給定邊界條件求得水頭 h(X)的
分佈，圖中三組藍色的線，為給定不圖的邊

界條件下，所求得水頭 h(X)的分佈，從圖上

看起來藍色的線好像都是平滑線，事實上線

上有微小的擾動現象，只是與繪圖尺度相差

較大表現不出來。 

圖八為實例一水頭 h(x)小波轉換係數分

佈，利用推導理論式，(4-24)式計算的結果，

而圖九為實例一水頭 h(x)小波轉換係數分佈

由方程式數值解再利用(3-4a)計算而得，也就

是圖六中最上方的藍色線，邊界條件

u(0)=100，u(100)=0 求解數值解所得的 h(x)
再利用小波轉換(3-6)式所得的係數分佈。雖

然圖八和圖九求得的方式不一樣，即圖八之

結果是透過(4-24)式計算所得到，沒有任何邊

界問題；而圖九是解方程式的數值問題，需

要邊界條件才能解。但從兩張圖中可看出其

趨勢是一致的。 

圖十為實例二水頭 h(x)小波轉換係數分

佈，利用推導理論式，(4-24)式計算而得，圖

十一為實例二水頭 h(x)小波轉換係數分佈由

方程式數值解再利用(3-4a)計算而得，也就是

圖七中最上方的藍色線，邊界條件

u(0)=100，u(100)=0 求解數值解所得的 h(x)
再利用小波轉換(3-6)式所得的係數分佈。相

同的，雖然圖十和圖十一求得的方式不一

樣，即圖十之結果是透過(4-24)式計算所得

到，沒有任何邊界問題；而圖十一是解方程

式的數值問題，需要邊界條件才能解。但從

兩張圖中可看出其結果的趨勢亦相當一致。 

圖十二是利用方程式(4-24)式所求得，在

x=50.5 時 ),(~ τaK 的分佈情況，圖中具齒狀

是因為數值計算上在取尺度參數 a 的間時隔

所造成。圖十三是利用方程式(4-24)式所求

得，在 x=50.5 並給定不同尺度 a 時 ),(~ τaK 的

分佈情況，從圖上可看出在固定的 x 位置，

每一條不同尺度 a 所畫出來的曲線，正好反

對稱於縱軸，而且 a 越大(表示窗越大)，其曲

線越明顯，類似於在該 x 位置處開了一個反

對稱的窗。從數值實驗可看出 ),(~ τaK 隨著 x
位置變動而移動，但其形狀並無改變。 

六、研究建議 

自然現象的複雜程度及變異性，常常

遠超過我們想像的範圍，大部分的隨機資

料從整體來看都是屬於非定常性(或異質

性)，小波分析方法在解決非定常性問題

並將其量化的方向應該可行，要應用在地

下水及水文地質分析等相關領域，需要更

進一步嚴謹的理論推演並以更多的驗證



實例來證實此論點。對於異質性地下水系

統而言，介質的異質性和空間變異性是地

質層本身固有的特徵，它導致滲透性能的

空間變異性而直接影響地下水流動和污

染物傳輸過程，因此，如何將模擬地區的

地質參數適切的描述，是模擬結果準確與

否的關鍵因素。然而，要進行大範圍且高

精度的實驗不但耗資、費時且困難度很

高，如何將各種不同尺度下的實驗資料進

行融合將是另一個可以思考的方向。 
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表一 三種基本尺度的主要特徵 (摘自 Dagan, 1986)     (單位：m) 
尺度 

 

定義變量點值的體

積平均線性長度 

描述空間變異

性變量的相關

長度 I 

觀測體積平均

線性長度 D 

流場空間擴展

的線性長度 

L 

實驗室尺度 >>分子尺度 孔隙尺度

~10-3 
10-1 100 

局部尺度 10-1-100 水力傳導

係數對數相關

尺度 

~100 

100-101 101-102 

區域尺度 101-102 流通係數

對數相關尺度

~103-104

102-104 10３-105 

 

圖一 地下水流系統的空間尺度 

(摘自 Gelhar, “Stochastic Subsurface Hydrology”, 1993)



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖二 水力傳導係數 K(x)的序率分佈 圖三 水力傳導係數 K(x)的序率分佈 

圖四 實例一 K(x)的小波轉換係數分佈 圖五 實例二 K(x)的小波轉換係數分佈 

圖六 實例一控制方程式配合邊界條件的

數值計算水頭分佈 
圖七 實例二控制方程式配合邊界條件的

數值計算水頭分佈 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖八 實例一水頭 h(x)小波轉換係數分佈 

利用(4-24)式計算而得 
圖九 實例一水頭 h(x)小波轉換係數分佈

由方程式數值解再利用(3-4a)式計算而得

圖十 實例二水頭 h(x)小波轉換係數分佈 

利用(4-24)式計算而得 

圖十一 實例二水頭 h(x)小波轉換係數分佈

由方程式數值解再利用(3-4a)式計算而得

圖十二 方程式(4-24)式中 在 x=50.5 時 

),(~ τaK 的分佈情況 
圖十三 方程式(4-24)式中在 x=50.5 並給

定不同尺度 a 時 ),(~ τaK 的分佈情況 


