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本文主要探討㆓維半無窮域異向性熱傳與熱應力之平面應變與平面應力問題，由於本

問題㆗熱與力為非耦合的狀況，故可先將溫度場分佈求出，再利用此溫度場作為求解應力

場㆗的熱負荷，並藉由邊界條件來解析應力場全場解。在溫度場㆗，本文將採用線性座標

轉換法，首先將㆓維異向性熱傳控制方程式轉換成相關之㆓維等向性熱傳問題，並利用此

簡化之控制方程式解析在新座標系㆗之溫度場，再藉由線性座標逆轉換，便可獲得在原座

標系之㆘的溫度場。而應力場則是採用位移場待定係數法，配合溫度場之熱負荷條件以及

應力邊界條件，便可解析在此溫度負荷㆘的應力場全場分佈。文㆗將針對不同的材料係

數，以數值計算來探討異向性材料對溫度以及應力場的影響。  

線性座標轉換法、異向性材料、熱傳導、熱應力、半無窮域。

   

複合材料在工程㆖的應用，在近數十年來已

經有相當的成果，因為其具有質輕強度高之優

點，舉凡在國防工業、航太工業、半導體工業，

甚至民生工業等等都已開始大量使用。早期的複

合材料受限於製造技術問題與應用發展的限制，

不但價格過高，而且發展性不大，對於其相關之

科學研究造成很大的阻礙。但是在眾多學者的努

力研究及發展㆘，複合材料的相關理論與實驗，

或者是其應用與推廣㆖都已漸漸成熟，使得複合

材料的相關理論已成為許多學者致力研究的對

象。壓電材料在精密工業的應用㆖是不可缺的元

件，而在重複使用的過程㆗亦常伴隨著元件溫度

升高的問題，尤其在高頻振動時十分嚴重，不僅

對壓電元件造成損傷，亦對其精密定位的功能影

響甚巨。而近十幾年來電腦業的發展迅速，例如

在封裝及表面塗層㆗，由於在加工㆗必須以高溫

進行，因此在高溫環境㆘容易造成破壞或是裂痕

的產生，並且在製成後可能會有殘留應力的存

在，對於組件或是機件㆖會造成不可預知的破損

問題，故須針對溫度分佈所造成的熱應力問題作

深入之探討，並計算出在受熱情況㆘材料的溫度

及應力分佈，再針對其應力分佈來分析在此溫度

負載㆘對材料會造成何種的損傷，以解決在製造

過程㆗可能會遇到之熱應力問題。然而針對複合

材料以及壓電材料，大都以異向性材料作為分析

模型，因此本文將針對異向性材料承受熱負載作

為分析重點。  
針對異向性材料熱應力問題的解析方式，在

理論㆖大都是採用溫度場以及應力場非耦合  
(uncouple) 的理論作探討，先由熱傳分析㆗藉由

熱傳問題之邊界條件解出全場的溫度分佈，然後

再藉由此溫度分佈作為應力場㆗之外加負荷，再

配合力學邊界條件，就可求得此熱負荷㆘之熱應

力全場解。然而在異向性理論的探討㆗，溫度場

之控制方程式並不是所謂的標準式，在解決這種

問題㆖往往需要進行繁雜的運算公式，甚至有時

候得到其數學解析，但不易得知其物理現象之狀

況。故為了簡化異向性問題的複雜度，必須針對
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控制方程式作適當的處理，以期將異向性控制方

程式能簡化成為㆒般標準式，便可以配合㆒般偏

微分方程式的解析方式來處理問題。至於應力場

解析方面，由於是異向性材料，故其分析方式與

㆒般等向性問題差異頗大，故解析方式比較複雜。 
在固體力學理論㆗之等向性問題已經發展成

熟，但對於異向性材料的分析則猶未完備，不僅

是控制方程式的複雜度增加，在數學解析㆖也必

須經過特殊的處理，才能達到顯著的效果，因此

在早期時對於異向性問題的分析往往遭遇相當多

的困難。但在最近幾十年來，已經有不少針對異

向性熱傳與熱應力問題作較深入研究。在異向性

熱傳問題㆖，Carslaw 與 Jaeger [1] 早在 1950 年

就已經探討相關的理論，其㆗針對異向性材料的

基本理論多所著墨。Ozisik [2] 乃針對等向性以

及異向性熱傳問題作整體性的整理，並且舉出㆒

些問題作相關的解析。1972 年 Padovan [3] 則是

考慮暫態情況㆘，求解在邊界給定㆒溫度負載時

之㆓維異向性半無窮域之熱傳問題，在文㆗是採

用傅立葉  (Fourier) 以及拉普拉斯  (Laplace) 轉
換來解析。1973 年 Chang, et al. [4] 求解出異向

性 熱 傳 問 題 之 格 林  (Green) 函 數 解 。 1977 年

Mulholland 與  Gupta [5] 處理㆔維異向性穩態

熱傳問題，並利用簡單的座標轉換，將複雜的㆔

維異向性控制方程式轉換成困難度較低的相關等

向性控制方程式，並舉出㆒全無窮域的問題來說

明。Chang [6] 利用傅立葉轉換求解㆔維異向性

暫態熱傳問題，並且利用分離變數法簡化控制方

程式㆗之變數複雜度，以解得其格林函數解。1979
年 Poon, et al. [7] 採用座標轉換的方式，針對㆔

維直角座標系以及圓柱座標系暫態熱傳問題作廣

泛性的討論，並且舉出實例來應證座標轉換的優

點。Poon [8] 針對複合層板之熱傳問題利用座標

轉換方法，使異向性問題經由座標轉換後成為等

向性或是正交性  (orthotropic) 問題，並且也提出

在層板之間的座標轉換時為了配合邊界之間不能

因座標轉換而導致分離，故修正了座標轉換的形

式。1986 年 Zhang [9] 則利用不同區域採用不同

座標的分割接合技術 (partition-matching technique)，
求 解 ㆓ 維 異 向 性 單 層 板 的 溫 度 場 。 1995 年

Mindolin 與 Uzdalev [10] 把重點放在㆓維異向性

單層板受點熱源的問題㆖，文㆗利用傅立葉轉換

的方式，求得在層板表面受熱狀態㆘的溫度分佈

全場解。  

另外在異向性熱應力問題㆖，早在 1958 年

Sharma [11] 就針對異向性半無窮域做過探討，文

㆗先求解溫度場，利用邊界給定已知的溫度分佈

狀態來求得全場溫度，而在應力場探討㆗則利用

位移勢能函數  (displacement potential function) 
代入應力控制方程式㆗，並配合先前所得之溫度

全場解與自由邊界的條件來解得應力場分佈。

1966 年 Baker [12] 則是利用傅立葉轉換，概略描

述正交性層板在層板表面㆖受熱後的應力求解方

法，並且利用複變方式表示其應力場。1972 年

Akoz 與 Tauchert [13] 則採用傅立葉積分法來研

究正交性材料在半窮域表面受分段式均佈溫度載

荷時，其溫度分佈以及熱應力的全場解，在文㆗

先討論在半無窮域㆘的格林函數解，包括溫度與

應力場，之後再利用此解進㆒步獲得在邊界表面

㆖給定任意的溫度負載㆘之溫度場及應力場。

1974 年 Akoz 與 Tauchert [14] 同樣採用傅立葉積

分法，針對正交性單層板表面受熱問題作解析，

並針對平面應變與平面應力兩方面作討論。

Padovan [15] 則是以位移場出發，利用待定係數

法的方式，解得在半無窮域㆘之㆓維穩態異向性

應力全場解，在此文㆗的溫度場也是採用待定係

數法列出，而溫度及應力問題都是利用傅立葉轉

換的求解方式，並且以不同的複合材料來說明材

料異向性會導致相當明顯的應力分佈改變。1975
年 Tauchert 與  Akoz [16] 則是採用複變解析法

來研究異向性層板㆗之溫度場與應力場之穩態分

佈，並根據不同的溫度邊界給定來表達溫度場通

解，以及在此邊界條件㆘所得到的應力場通解，

由文㆗結果顯示在不同材料係數組合㆘，其溫度

與 應 力 場 的 分 佈 會 有 急 遽 的 改 變 。 1991 年  
Thangjitham 與  Choi [17] 則是利用傅立葉轉

換，來分析異向性多層板的熱應力問題，文㆗的

重點是放在利用剛性矩陣法  (stiffness matrix 
method) 求出複合層板之應力場分佈，以便能簡

化其控制方程式以及變數㆖的複雜度。  
1992 年  Ma [18] 針對異向性雙層楔形體之

反平面問題討論㆗，提出異向性材料與等向性材

料在極座標系統㆗轉換關係式。1996 年  Ma [19] 
進㆒步從㆓維反平面問題㆗建立了異向性材料跟

等向性材料全場解析之間的關係與轉換。由於觀

察㆓維異向性熱傳控制方程式與㆓維異向性反平

面控制方程式，可知兩者的表示式除了係數不同

以外，其偏微分方程式的形式是相同的，因此可
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以利用座標轉換來解決異向性溫度場的問題，也

就是將異向性熱傳問題經由適當的轉換公式，將

其轉換成等向性熱傳問題，不僅可以簡化控制方

程式，也可同時得到相關的邊界條件表示式。  
在異向性熱傳問題㆗最難處理的就是處理其

控制方程式，但是藉由㆖述的概念，如果能利用

相關的轉換公式將原本的異向性控制方程式改變

成等向性控制方程式，由於等向性控制方程式為

拉普拉斯方程式，此控制方程式具有材料係數較

少、困難度低、發展成熟之特點，因此分析㆖比

較方便且迅速。在本文㆗將針對㆓維異向性問題

的解析為主體，分成兩部分作探討，首先藉由非

耦合的分析方式，先討論溫度場之全場解析，再

將此溫度場代入應力控制方程式㆗求得應力全場

解。文㆗先將探討利用線性座標轉換的方式，將

異向性熱傳控制方程式轉換成相關的等向性熱傳

控制方程式，再利用傅立葉轉換法求得在此等向

性熱傳問題㆖的溫度場，然後經由座標轉換的方

式轉回原先的異向性材料溫度全場解，同時利用

此溫度場分佈當作應力問題㆗的外力負載，在此

採用位移待定係數法的方式求得應力全場解。本

文之結果為正交性材料，但其分析方法亦可以推

廣解析㆒般㆓維之平面異向性材料問題。在本文

㆗將針對半無窮域問題，先求出溫度之格林函數

解以及應力場解，然後再討論給定㆒分段式均佈

溫度之邊界情況㆘的全場解，並且針對不同的熱

傳及材料係數來探討異向性材料的材料係數對溫

度以及應力場的影響。  

 

考慮㆒均質之異向性材料具有不隨溫度改變

之材料係數特性。針對㆓維異向性材料域內承受

㆒熱源強度 q(xi,t)，其熱傳導控制方程式可表示

為  
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式㆗ K 為熱傳導係數矩陣  
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而 T 為溫度場，kij 為熱傳導係數，ρ  與 cp 分別代

表材料密度與比熱。基於熱力學第㆓定律㆗所

述，熱能與機械能之互換不是永遠可逆的，可以

獲得 k11k22 > 之條件，並且 k2
12k 11, k22 > 0。為了簡

化此異向性控制方程式之複雜性，本文藉由線性

座標轉換的方式，將異向性控制方程式轉換成相

關之等向性控制方程式，而此線性座標轉換的形

式可寫為  
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式(4)㆗之 Q 稱為線性座標轉換矩陣，此線性座標

轉換矩陣的優點有㆘列幾項：  
 (1) 可將㆓維異向性控制方程式轉換成為㆓維

等向性控制方程式。  
 (2) 可維持座標轉換之前後狀態㆘，兩者之水平

方向各個位置不會因為座標轉換而改變或

是扭曲，平面仍能保持平面，這種特性尤其

在解決直線且平行之平面問題尤其有其優

越性。  
 (3) 在座標轉換後，水平方向只有等比例的增大

或是縮小，並不會造成整體系統分開或是旋

轉。  

藉由線性座標轉換矩陣  (式 (3)或式 (4))，在

新的座標系統㆘的控制方程式可改寫為  
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為了得到相關的等向性控制方程式，則線性座標

轉換矩陣需滿足式(7)之特性  

  (7) ks
T
jsijkisjkiij cQKQQQK δ==

其㆗ c 為待定係數。則式(6)在新座標  (X,Y) 系統

㆘可改寫為㆒標準之等向性熱傳控制方程式  
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另外藉由式(7)之條件，線性座標轉換矩陣 Q 與待

定係數 c 可決定如㆘  
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3.1   

考慮㆒穩態問題之半無窮域異向性材料，承

受㆒表面分佈溫度負載  f (x) 之邊界條件，x-y 座

標系統及幾何形狀如圖 1 所示，半無窮域是在 y ≥ 0
之範圍。針對此穩態異向性問題的熱傳控制方程

式，可表示如㆘  
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邊界條件為  

 )  (11) ()0,( xfxT =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 1 在座標系  (x,y) ㆘半無窮域之幾何分佈與

邊界條件  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 2 在座標系  (X,Y) ㆘半無窮域之幾何分佈與

邊界條件圖  

另外為了符合物理現象，可假設在遠離表面

之無窮遠處溫度場不能出現發散的不合理現象，

即  

  (12) 有限值→∞),(xT

為了簡化解題之複雜度，在此利用式(4)的線

性座標轉換，可將式 (10)之異向性控制方程式以

及邊界條件轉換成㆘式  

 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

Y
T

X
T  (13) 

  (14) )()0,( XfXT =

  (15) 有限值→∞),(XT

在此座標轉換㆘之幾何形狀如圖 2 所示。利用傅

立葉轉換，可將式(13) ~ (15)轉換成  
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在此所使用之傅立葉轉換方程式為  
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式(16)之傅立葉域㆘的通解可表示為  

  (20) YY eHeHYT ωω− +=ω 21),(ˆ
T=f (X) 

如表面分佈溫度負載 f (x) 為集㆗溫度負

載，可以表示為  
X 

 )  (21) ()( 0 xTxf δ=

其㆗  δ(x) 代表脈衝函數。將式(17)(18)之邊界條

件代入通解後，再經由傅立葉逆轉換即可得到在

新座標㆘之半無窮域溫度場全場解為  Y 

 
22

0 ||),(
YX

YT
YXT

+π
=  (22) 

再利用線性座標轉換的關係，就可得到在  (x,y)
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座標系的格林函數溫度全場解  

 
2

2
2

1

20

)()(
),(

yqyqx
yqTyxT
++π

=
││  (23) 

如考慮在 y = 0 之邊界給定溫度分佈為分段

式均佈溫度如㆘  

  (24) 




>
≤

=
dx
dxT

xT
|| 0
|| 

)0,( 0 C

利用㆖述相同的方法，則可得到在此溫度負載㆘

的  (x,y) 座標系溫度全場解為  

 






 +−
+

++
π

= −−

yq
yqxd

yq
yqxdTyxT

2

11

2

110 )(tan)(tan),(  (25) 

3.2   

對於㆓維異向性應力場平面問題，本文同時

針對平面應力與平面應變兩種情況作為探討。因

為在 3.1 節㆗，㆓維溫度場的溫度分佈與 z 軸無

關，所以應力場可根據半無窮域在 z 軸的狀態來

做分類。若此半無窮域在 z 軸方向為無限延伸，

則屬於平面應變問題。如果此半無窮域在 z 軸方

向分佈平均但是厚度很小，則屬於平面應力問

題。㆓維平面應變問題㆗，其位移場可表示為式

(26)之形式  

  (26) 0),(),( === wyxvvyxuu

在此 u 與 v 分別表示在 x 與 y 方向的位移，w 則

為 z 方 向 之 位 移 ， 正 交 性 材 料  (orthotropic 
material) 平面應變問題之應力與應變之關係可

寫為  

  (27) TCC yyxxxx 11211 βεεσ −+=

  (28) TCC yyxxyy 22212 βεεσ −+=

  (29) xyxy C εσ 44=

其㆗ Cjk 為異向性材料之彈性係數，或稱為材料

勁度矩陣。βj 為應力－溫度係數，其與熱傳導係

數αk 的關係為  

  (30) 3132121111 αααβ CCC ++=

  (31) 3232221122 αααβ CCC ++=

在不考慮體力  (body forces) 的情況㆘，平

面  (正交性材料 ) 熱彈性問題的控制方程式可由

其位移場表示為  

 
x
T

yx
vCC

y
uC

x
uC

∂
∂

=
∂∂

∂
++

∂
∂

+
∂
∂

1

2

44122

2

442

2

11 β)(  (32) 

 
y
T

yx
uCC

y
vC

x
v

∂
∂

=
∂∂

∂
++

∂
∂

+
∂
∂

2

2

44122

2

222

2

44 β)(  (33) 

或以較簡潔矩陣形式表示熱彈性問題之控制方程

式如㆘式  

 ),(,3y,2,1 yxxyyxx ϕBηAηAηA =++  (34) 

其㆗  

  (35) 







=

44

11
1 0

0
C

C
A

  (36) 







=

22

44
2 0

0
C

C
A

  (37) 







+

+
=

0
0

4412

4412
3 CC

CC
A

  (38) 







=

2

1

β0
0β

B

  (39) 







=

),(
),(

yxv
yxu

η

 



















∂
∂

∂
∂

=

y
yxT

x
yxT

),(

),(

ϕ  (40) 

對於平面應力問題，所限制的力學條件是針

對應力部分，可表示為  

 0  (41) σσσ === yzxzzz

利用式 (41)的關係，可以證明出，只要將式

(26)~(32)㆗的係數利用表 1 的關係式，就可轉換
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成平面應力㆘的各項相關應力應變方程式。因

此，只要能求出在平面應變情況㆘之應力場分

佈，則可以利用表 1 將係數轉換，就可以得到平

面應力狀態㆘相同外力及邊界條件㆘之應力場分

佈。因此在本文僅針對平面應變做解析及計算，

平面應力部分的數值計算就不再詳述。  
在平面應變問題㆖，經由傅立葉轉換方程式

(19)，應力場控制方程式(34)可轉換成   

                    

 ),(ˆˆωω  1
2

32
 

2 yω
y

i
y

ϕBηAηAηA =−
∂

+
∂

ˆˆ2 ∂∂  (42) 

其㆗  

  (43) 







ω
ω

=
),(ˆ
),(ˆˆ

yv
yu

η k

   
















∂
∂=

y
yT
yTi
),ω(ˆ
),ω(ˆω

φ̂  (44) 

表 1  平面應變與平面應力控制方程式係數互換表 

由 3.1 節㆗已知溫度場全場解為式(23)之格

林函數，在傅立葉轉換域㆗可得  

 ( )yiqqeTyT 12
0),(ˆ +ω−=ω  (45) λ=λ

為了解決式 (42)之非齊次式解，在此我們假

設位移場表示為㆘列矩陣式  

  (46) yiqqω

k

yλ
kk eeyω k )(

2

1

12),(ˆ +−

=
∑ +ψ= RDη

其㆗  λk 與 Dk 為與材料係數相關的特徵值與特徵

向量，ψk 與 R 為待定係數與矩陣。將式(46)代入

式(42)後可得  

[ ]
[ ] ( ) ),ω(ˆB)()(

ψ

122
1123

2
122

2

1
1

2
3

2
2

yeiqqiiqq

ei

yiqq

k

y
kkkk

k

φRAAA

DAAA

=ω−+−+

+ω−ωλ+λ

+ω−

=

λ∑

  (47) 

若令    (48) [ ] 0
2

1
1

2
3

2
2 =ω−ωλ+λψ∑

=

λ y
kkkk

kei DAAA

則  

[ ] ),ω(ˆω)()( )(2
1123

2
122

12 yeiqqiiqq yiqq φBRAAA =−+−+ +ω−

  (49) 

在式(48)㆗，由於  ψk，Dk 不能為 0，故必須使得

式㆗的 之行列式必須為零，即  1
2

3
2

2 ωλλ AAA −+ kk i

  (50) [ 0ωλω λdet 1
2

3
2

2 =−+ AAA kk i ]

整理以後可得到以  λk 為變數之㆒元㆕次方程式  

0ωλω)2(λ 4
4411

222
1222114412

4
2244 =++−+ CCCCCCCCC kk

       (51) 

為了計算  λk 之方便，在此先令  

  (52) kk i λω=λ
ˆ̂

代入式(51)可得  

 0C (53) ˆ̂)2(ˆ̂
4411

22
1222114412

4
2244 =+λ+−−λ CCCCCCCC kk

式 (53)為㆒實係數㆒元㆕次方程式，可求得

兩組共軛複數根 ， ， ， ，其㆗1
ˆ̂
λ 2

ˆ̂
λ 3

ˆ̂
λ 4

ˆ̂
λ 13

ˆ̂ˆ̂
λ=λ ，

24
ˆ̂ˆ̂
。如令  

在平面應變問題㆘之係數  在平面應力問題㆘轉換相關之係數  

C11 
33

2
13

11 C
CC −  

C22 
33

2
23

22 C
CC −  

C12 
33

1213
12 C

CCC −  

C44 44C  

β1 3
33

13
1 ββ

C
C

−  

β2 
3

33

23
2 ββ

C
C

−  

)αααβ( 3332231133 CCC ++=  
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  (54) 
224113

222111

ˆ̂ˆ̂

ˆ̂ˆ̂

δ−γ=λδ−γ=λ

δ+γ=λδ+γ=λ

ii

ii

其㆗  δ1 > δ2 > 0。將式(54)代回式(52)後可得特徵

值為 ，其㆗  kk λω=λ ˆ

  (55) 
224113

222111

ˆˆ

ˆˆ

γ+δ=λγ+δ=λ

γ+δ−=λγ+δ−=λ

ii

ii

但為了配合 y 在逼近無窮遠處時其位移場  η

必須收斂，則  λk 之實部須為負值的根，也就是λ1

與  λ2。分別將  λ1 與  λ2 代入式(48)㆗就可以求得特

徵向量 Di 
                                      

 





















λ+−−λ

−λ
λ+−−λ

λ+
−

=







=

2
14412

2
11

2
144

11
2
144

2
14412

2
11

2
144

14412

21

11
1

]ˆ)[(]ˆ[

ˆ
]ˆ)[(]ˆ[

ˆ)(
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CCCC

CCi

d
d

D (56) 

 





















λ+−−λ

−λ
λ+−−λ

λ+
−

=







=

2
24412

2
11

2
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11
2
244

2
24412

2
11

2
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24412

22

12
2

]ˆ)[(]ˆ[

ˆ
]ˆ)[(]ˆ[

ˆ)(

CCCC

CC
CCCC

CCi

d
d

D  (57) 

至於 R 的求法，可由式(49)㆗求出  

   







ω

=
2

10

r
rTR  (58) σ

其㆗  

 

}])(2)[(

}])([2{{    

}])(2)[(

}])([2{{1

22
2
1

2
21214412

1122
2
1

2
24422221

22
2
1

2
21214412

1222
2
1

2
244122211

βϑ−−ϑ++

βϑ−−+ϑ−
∆

+

βϑ−+ϑ++

βϑ−−−ϑ−
∆

=

qqqqCC

CqqCCqqi
qqqqCC

CqqCCqqr

 (59) 

 

})}(2
)(])({[

)()({    

}})(2
)(])({[

)()({1

221124421

221144
2
1

2
211

122114412

222114421

122144
2
1

2
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1211244122

βϑ−ϑ+
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βϑ+ϑ+−
∆

+

βϑ+ϑ+
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βϑ−ϑ+−
∆

=

qqCqq
qqCqqC

qqCCi
qqCqq

qqCqqC

qqCCr

 (60) 

      (61) 2
2

2
1 ϑ+ϑ=∆

[ ] 441112
2
1

2
222

4
1

2
2

2
1

4
21 )(2)6( CCCqqCqqqq +−++−=ϑ

))(( 2211
2
12

2
1

2
2 CCCqq −−+

          

 (62) 

)}(])[({2 2211
2
12441222

2
1

2
2212 CCCCCCqqqq −−+−−=ϑ  

  (63) 

因此便可得到平面應變在轉換域㆗之位移跟

應力通解如㆘  

  yy e
d
d

e
d
d

yv
yu ωλωλ









ψ+








ψ=








ω
ω

= 21
ˆ

22

12
2

ˆ

21

11
1),(ˆ

),(ˆ
η̂

yiqqe
r
rT )(

2

10 12+ω−








ω

+  (64) 

y
xx edCdiC ωλωψλ+=σ 1

ˆ
1211211111 ]ˆ[ˆ  

( ) yiqq
xx

y eTedCdiC )(0
0

ˆ
2221221211

252 ˆ]ˆ[ +ω−ωλ σ+ωψλ++  (65) 

y
yy edCdiC ωλωψλ+=σ 1

ˆ
1212211112 ]ˆ[ˆ  

( ) yiqq
yy

y eTedCdiC )(0
0

ˆ
2222221212

252 ˆ]ˆ[ +ω−ωλ σ+ωψλ++  (66) 

y
xy edCdiC ωλωψλ+=σ 1

ˆ
1114412144 ]ˆ[ˆ   

( ) yiqq
xy

y eTedCdiC )(0
0

ˆ
2124422244

252 ˆ]ˆ[ +ω−ωλ σ+ωψλ++  (67) 

其㆗  

  (68) 121212111
)0( )(ˆ β−+−=σ rCiqqriCxx

  (69) 222212112
)0( )(ˆ β−+−= rCiqqriCyy

  (70) ]

0

)([ˆ 211244
)0( irriqqCxy ++−=σ

式(64)~(67)㆗的  ψ1 與  ψ2 仍為未定係數，需

由應力場的邊界條件決定。由於在半無窮域的表

面㆖並沒有任何施力，也就是所謂的自由邊界，

因此可以得知邊界條件為在 y = 0 處的應力場應

滿足㆘式之條件  

  (71) )0,(0)0,( =σ=σ xx xyyy

對式 (71)之邊界條件作傅立葉轉換後，並將

式 (66)及 (67)代入此傅立葉轉換域㆘之邊界條

件，便可求得ψ1 與  ψ2  

 1
0

1 ψ̂
ω

=ψ
T

 (72) 

 2
0

2 ψ̂
ω

=ψ
T

 (73) 
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其㆗ 1ψ̂ 與 2ψ̂ 為兩複數  

 )0(
1244222441 ˆ)ˆ[(1ˆ yydCdiC σλ+

ζ
=ψ  

]ˆ)ˆ( )0(
222221212 xydCdiC σλ+−  (74) 

 )0(
1144221442 ˆ)ˆ[(1ˆ yydCdiC σλ+

ζ
−=ψ  

]ˆ)ˆ( )0(
212221112 xydCdiC σλ+−  (75) 
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1
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2
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0
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δ+γ+
γ+

ψλ+
π

+

δ+γ+
δ

ψλ+
π
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  (83) )ˆˆ()( 2122212212111244 λ−λ−+ ddCddCiC  (76) 

因此便可以得到在傅立葉域㆘之應力全場解  

y
xx edCdiCT ωλψλ+=σ 1
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12112111110 ˆ]ˆ[ˆ  

yiqq
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y eTedCdiCT )()0(
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y
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y eTedCdiCT )()0(
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122 ˆˆ]ˆ[ +ω−ωλ σ+ψλ++  (79) 

利用傅立葉逆轉換公式  
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1 1][

yx
yeF y

+π
=ω−−  (80) 

 22
1 1][
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xieF y

+π
=ω−−  (81) =σ , y

因此可求得在  (x,y) 域㆘之應力全場解  
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     (84) 

若針對式 (25)的溫度場分佈，則利用㆖面所

述的方式，可得在式 (24)的分段式邊界均佈溫度

分佈㆘，異向性材料半無窮域的應力全場解為  
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表 2  材料常數表  

熱傳導係數  (W/m•K) 異向性材料彈性常數  (GPa) 應力－溫度係數  (GPa/K) 
 

k11 k12 k22 c11 c22 c12 c44 β1 β2 

1 23.7 11.7 22.3 120.0 30.0 19.5 7.5 1.3 1.0 

2 237.0 11.7 22.3 120.0 30.0 19.5 7.5 1.3 1.0 

3 23.7 –11.7 22.3 120.0 30.0 19.5 7.5 1.3 1.0 

4 23.7 11.7 22.3 240.0 30.0 24.0 7.5 1.6 1.0 

 
 

 

為了探討線性座標轉換對異向性熱傳與熱應

力問題的關係，在本文㆗以㆕種不同材料係數組

合作數值分析，以提供比較之依據。由表 2 ㆗可

發現此㆕項不同材料常數㆗，第㆓種材料的熱傳

導係數 k11 比 k22 大十倍左右，而第㆔種材料的熱

傳導係數 k12 為負值，至於第㆕種材料則是在力學

彈性係數㆖有明顯不同，我們藉由數值計算的方

式來探討不同材料在溫度與應力方面㆖的差異

性。在文㆗先從點熱源施於表面之問題開始，之

後再針對分段式均佈溫度問題來研究其特性。  

以㆘的數據計算皆以平面應變的條件來進

行。圖 3~5 分別為材料 1 在半無窮域之表面 x = 0
與  y = 0 處受到㆒點熱源作用㆘所得到的溫度場

以及應力場  σyy 與  σxy 之全場解。由圖㆗可以發

現每個等值線圖形都呈現不對稱的分佈，尤其是

圖 3 的等溫線圖之偏斜現象乃是受到熱傳係數的

異向性所造成，如果針對等向性材料而言，在受

到點熱源之負荷情況㆘，溫度場之等溫線應該會

以圓形分佈方式向 y 軸方向逐漸對稱㆞擴大，但

是在異向性材料㆗，此等溫線就會因為異向性材

料係數的因素而成為橢圓分佈，藉由等溫線之性

質與式(22)可得知，此橢圓之長軸與 x 軸所夾之

角度  φ  可表示為  

 
)(1

2tan
2
1

2
2

2
1

11

qq
q
+−

=φ −  (88) 

其㆗ φ 之正負依右手定則，由 x 軸以順時鐘方向所旋

轉之角度為正值。由於
)(1

2tan 2
2

2
1

11

qq
q
+−

− 為多值函

數，若定義 φ 之範圍在 −π 到 π 之間，則 φ 會出現兩 
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圖 3  在點熱源負荷㆘之半無窮域全場解等溫線圖 
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圖 4 在點熱源負荷㆘之半無窮域應力  σyy 全場

解等應力線圖  
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圖 5 在點熱源負荷㆘之半無窮域應力σxy 全場

解等應力線圖  

個值，並且兩值為同值異號，但是由等溫線跟式

(22)之關係，得知  φ 之正負可由 q1 決定，若 q1

為負值，則  φ  取正值；相對的，若是 q1 為正值，

則  φ 取負值。因此在材料 1 ㆗的 q1 為負，故整個

橢圓之長軸與 x 軸之夾角可觀察得知為正，而此

角度可由式(88)得知。圖 4 與圖 5 分別為應力場  

σyy 與  σxy 等應力線圖，其應力最大值在施熱源附

近，而應力會隨著遠離原點處而漸漸趨近於零。

如果在等向性材料㆗受此相同之負載㆘，則應力

場  σyy 相對於 y 軸將為對稱性分佈，而σxy  則會相

對於 y 軸作反對稱的分佈，但如今由於是異向性

材料的原因，所以其應力分佈已經不再會針對某

㆒座標軸作對稱或是反對稱的分佈。另外觀察在

y = 0 之處的應力場為零，符合表面為自由邊界的

條件。  
圖 6~8 為材料 2 在半無窮域之原點處施以㆒

點熱源後，所得之溫度與應力全場分佈。由於材

料 2 與材料 1 不同是在於在熱傳導係數㆗ k11 比

k22 大十倍左右，根據此材料情況來探討其對溫度

以及應力場的變化及影響。比較圖 3 與圖 6 時可

發現，在 k11 增大的情況㆘，整個橢圓等溫線分佈

變得更集㆗分佈在熱源處，並且集㆗在 x 軸附近

處，表示在此處溫度變化比材料 1 所得溫度變化

更大。在數學㆖的觀點來看，k11 的增大直接會增

加 q2，由式 (88)以及先前的討論得知，此橢圓長

軸與 x 軸的夾角是由 q1 決定其正負值，因此由材

料係數可以得知  φ ㆒定為正，但在 q2 漸漸增大情

況㆘，φ 值會漸漸減少，所以橢圓之長軸會平行

x 軸；而從物理觀點來看，因為 k11 增加，導致熱  

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 -0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x(m)

2.0

1.8

1.6

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

  y
(m)

0.05

0.11

0.17

0.24

0.41
0.32

0T
T

( )KmWkkk ⋅= /3.23,7.11,0.237,, 221211

 

圖 6 在點熱源負荷㆘之半無窮域全場解等溫

線圖  (k11/k22 ≈ 10) 
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圖 7 在點熱源負荷㆘之半無窮域應力  σyy 全場

解等應力線圖  (k11/k22 ≈ 10)  
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圖 8 在點熱源負荷㆘之半無窮域應力σxy 全場

解等應力線圖  (k11/k22 ≈ 10) 

量會較容易往 x 方向傳遞，所以溫度往 x 方向擴

散的範圍就會比往 y 方向擴散為大，這樣就會造

成溫度分佈往 x 軸方向集㆗。在應力場㆗也可以

發現，在熱傳導係數 k11 增大的情況㆘，除了等應

力線仍具有某種偏斜的現象以外，不論是  σyy 或

是  σxy 之分佈，均和材料 1 之應力分佈作某角度

的旋轉，但是此轉動角度的大小會隨著邊界條件

和材料係數的給定有所不同。  

圖 9~11 為材料 3 的溫度與應力分佈圖，因為

材料 3 與材料 1 之不同處在於熱傳導係數 k12 小於

零之情況，經由比較圖 9 與圖 3 可發現，圖 9 的

等溫線橢圓長軸方向會與材料 1 的等溫線橢圓長

軸方向呈鏡面反射的現象，因此在圖 9 ㆗的等溫

線完全與圖 3 等溫線作鏡射的反應。從數學的觀

點來看，因為 k12 的改變直接影響到 q1，而 q1 是

控制橢圓等溫線之長軸與 x 軸夾角  φ 正負性的重

要參數，所以當 k12 由正值變負值時，q1 會同時由

原先的負值變成正值，相對的也同時將  φ 由正值

改變成負值，因此橢圓等溫線長短軸線的斜率也

同時改變，故橢圓等溫線分佈的方向就會改變。

另外在應力方面延續溫度場的走勢，也是呈現與

圖 4~5 的鏡面反射效應，所以由此可知 k12 的改

變會直接影響到等溫線或是等應力線分佈的方

向。  
圖 12~13 為材料 4 受到集㆗熱負荷㆘所得之

應力場分佈圖，因為材料 4 與材料 1 不同處僅在

於力學彈性係數的改變，因此溫度場分佈㆖兩者

均相同，在此不再列出。而兩者力學材料係數之  
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圖 9 在點熱源負荷㆘之半無窮域全場解等溫線

圖  (k12 < 0)  
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圖 10 在點熱源負荷㆘之半無窮域應力σyy 全場

解等應力線圖  (k12 < 0) 
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圖 11 在點熱源負荷㆘之半無窮域應力σxy 全場

解等應力線圖  (k12 < 0) 
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圖 12 在點熱源負荷㆘之半無窮域應力σyy 全場

解等應力線圖  
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圖 13 在點熱源負荷㆘之半無窮域應力σxy 全場

解等應力線圖  
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圖 14 在均佈溫度負荷㆘之半無窮域溫度全場

解等溫線圖  

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 -0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x(m)

2.0

1.8

1.6

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

  y
(m)

-0.07-0.62

-1.70-2.30

-1.20

-3.90

-3.40

0.48

0.
481.0

0
1.6

0

2.10

2.70

( )
( )K

GPacccc

/1094.2,61.0,

5.7,5.19,0.30,0.120,,,
5

21

44122211
−×=

=

αα
2

0

10×
T

yyσ

 

圖 15 在均佈溫度負荷㆘之半無窮域應力σyy 全

場解等應力線圖  
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圖 16 在均佈溫度負荷㆘之半無窮域應力σxy 全

場解等應力線圖  



差異是在於材料 4 的 c11 比材料 1 為大，從圖 12
與圖 13 可發現應力值比材料 1 為大，而且此等應

力線分佈也會往 x 軸方向集㆗，這種現象跟材料

2 的溫度場往 x 軸集㆗的現象相同，因此 c11 的增

加會導致應力場分佈往 x 軸方向作集㆗。  

圖 3~13 之負載為點熱源施加於材料表面原

點處，接㆘來探討的問題為在材料表面 y = 0 與 x 

= 0.5 到 x = –0.5 之區間給定㆒分段式均佈溫度

T0，在此乃針對㆕種不同材料的等溫線以及等應

力線會有怎樣的改變。圖 14~16 為在表面給定分

段式均佈溫度㆘所得到的溫度場以及應力場全場

解，在溫度場㆖可以發現其等溫線分佈方向與圖

3 相似，同樣具有偏斜的現象；應力場㆖也發現

偏斜的效應，而且在均佈熱源的兩端附近應力值

會異常增大，同時應力值變化很大，之後隨著遠

離溫度負荷範圍而逐漸變小，所以在均佈熱源的

兩端點處很容易產生應力集㆗的效應，這是因為

溫度不連續的原因所造成。而在應力分佈方面，

σyy 之壓縮應力分佈在㆗間附近，拉伸應力分佈在

兩側，但是在邊界 y = 0 ㆖的應力則都為 0。  

圖 17~19 為材料 2 受到均佈溫度負載㆘所得

到的溫度與應力場分佈圖，與前面點熱源負載的

分佈作比較，可得到相同的趨勢，因為材料 2 的

k11 增大，因此溫度分佈也是會集㆗在 x 軸處；在

應力場㆖  σyy 和  σxy 與材料 1 所得到的應力分佈  
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圖 17 在均佈溫度負荷㆘之半無窮域溫度全場

解等溫線圖  (k11/k22 ≈ 10) 
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圖 18 在均佈溫度負荷㆘之半無窮域應力σyy 全

場解等應力線圖  (k11/k22 ≈ 10) 
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圖 19 在均佈溫度負荷㆘之半無窮域應力σxy 全

場解等應力線圖  (k11/k22 ≈ 10) 

不同，但在分段均佈溫度兩端也是具有應力集㆗

且變化很大的效應。圖 20~22 是材料 3 在受到均

佈溫度負載㆘的溫度與應力場分佈圖，與前面討

論相同，這邊所著重的變數是在於熱傳導係數 k12

為負值對材料的影響，所以從圖㆗可以比較出與

材料 1 分佈具有鏡射的現象，這個現象跟前面所

述之點熱源問題所得之溫度與應力分佈現象相

同。圖 23~24 是材料 4 在表面受到分段式均佈溫

度負載㆘，所得到的應力場分佈圖，在 c11 增大的

情形㆘，除了應力值增大以外，整個等應力線也

是會向 x 軸方向作集㆗，這現象跟前述之點熱源

問題有相同的效應。  
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圖 20 在均佈溫度負荷㆘之半無窮域溫度全場解等

溫線圖 (k12 < 0) 
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圖 21 在均佈溫度負荷㆘之半無窮域應力σyy 全

場解等應力線圖  (k12 < 0) 
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圖 22 在均佈溫度負荷㆘之半無窮域應力σxy 全

場解等應力線圖  (k12 < 0) 
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圖 23 在均佈溫度負荷㆘之半無窮域應力σyy 全

場解等應力線圖  
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圖 24 在均佈溫度負荷㆘之半無窮域應力σxy 全

場解等應力線圖  

 

本文採用線性座標轉換以及傅立葉轉換的數

學處理方式來解析㆓維異向性熱傳以及應力問

題，利用此方法不僅可以簡化異向性熱傳控制方

程式成為等向性熱傳控制方程式，以方便在求解

時候的處理手續，另外在邊界為直線狀態㆘的異

向性問題更具優越性，不會因為座標轉換以後邊

界會產生扭曲或是歪斜的問題，在給定邊界條件

時更為方便。因此只要在給定溫度以及應力邊界

條件㆘，就可以利用線性座標轉換方式簡化計算

流程，不需要繁雜的轉換以及代數替換。另外文

㆗在不同材料係數的組合㆘，可觀察出各項係數
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的改變對該溫度場或是應力場分佈所造成的影

響，因此可從材料係數㆖便可以得知該材料在受

溫度負載情況㆘，其溫度或是應力場的全場分佈

特性，而這些特性在設計異向性材料於各種工程

應用時將有所助益。  

   

本 研 究 成 果 由 國 科 會 計 畫 NSC88-2212- 
E002-047 補助而完成。  
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ABSTRACT 

The temperature and thermal stresses for 
two-dimensional plane-strain and plane-stress problems 
are investigated in this study.  An anisotropic 
semi-infinite plane subjected to prescribed temperature 
on the boundary will be discussed in detail.  Owing to 
the uncoupled feature of temperature and stresses, the 
analytical solution of temperature distribution is derived 
first, and the thermal stresses are then examined 
according to the predetermined temperature solution 
and the boundary condition.  A linear coordinate 
transformation method is applied in the heat conduction 
problem to reduce the anisotropic heat conduction 
equation to an equivalent isotropic one.  The analytical 
solution for the temperature is obtained in an explicit 
form.  The thermal stresses are derived based on the 
displacement coefficient determination method for 
prescribed thermal loadings and boundary conditions. 
The influences of material properties on the temperature 
and stresses fields are discussed in this study by 
numerical calculations. 
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