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中文摘要：
本文研究壓電激發與感測之金屬半球殼

的振動分析與量測。考慮半球殼材料為均質及
等向性，外圍再貼上壓電材料作為感測與驅動
機構，以 Niordson 的薄殼理論為基礎，採用
Love-Kirchhoff 的薄殼假設，先以能量法推導
均質非等向性壓電薄殼的組成方程式，再以漢
彌頓原理處理此機電偶合系統，求得旋轉壓電
與金屬半球殼的振動分析與量測。考慮半球殼
運動方程式。.討論自由振動球殼的自然頻率
和模態。就強迫式激發的球殼，推導其位移運
動方程式並就舉出模態之振動波形加以解
釋，利用有限元素分析軟體模擬球殼在自由振
動下的各模態振動情形。

實驗以壓電激發與感測由球殼的模態測
試，得半球殼的自然頻率及振動模態。
關鍵詞： 半球殼、模態、壓電薄殼

ABSTRACT: 
This paper considers the vibration mode of a 

metallic hemispherical shell excited piezo-
electrically. Constitutive equations for a thin 
piezoceramic shell with thickness polarization 
and electro-covered faces are derived using 
Niordson’s shell theory. Coupled electro-
mechanical equations of motion, describing the 
dynamics of the vibrating hemispherical shell, 
are derived using Hemilton’s principle, 
Rayleigh’s solution of the shell and 
Rayleigh-Ritz methods.

Vibration modes and natural frequencies of 
the hemispherical shell are numerically 
calculated and measured.
Keywords: hemispherical shell、 piezoceramic 
shell electromechanical equations of motion

一、前言
薄殼理論方面 Rayleigh[1]提出將殼的中性

面視為不可伸長的假設。其後 Love 的殼理論[2]
則是第一個完整且廣義的彈性薄殼線性理
論，其採用 Kirchhoff 的薄板假設，並再加入

薄殼近似值(殼厚度/曲率半徑«1)，以及利用虛
功原理，成功的由三維彈性理論推導出二維薄
殼之線性方程式與邊界條件，此即 Love 第一
近似(Love’s first approximation)，又稱為古典
薄殼理論(classical shell theory)。而 Niordson
的薄殼理論[3]對均質與等向性彈性薄殼有完
整描述，對無旋轉自由振動的半圓球殼有解析
解，且對曲線坐標用張量表示，有上下標之
分，方程式的表示是殼理論中最為簡潔者。

Rogacheva[4]對壓電薄殼有完整研究，雖然
其對曲面坐標亦使用張量表示，然而其僅用張
量下標表示無上下標之分，故方程式的表示較
為繁雜。 對於壓電材料作為致動器與感測器
的模型[5]也已發展完備。至於壓電材料與彈性
材料相耦合的機電耦合系統，其致動與感測模
型已被 Hagood 等[6]學者應用漢彌頓原理於彈
性與壓電耦合系統， 並以 Rayleigh-Ritz 
method 求得致動與感測方程式。近來更有
Loveday[7]將 Hagood 等[6]學者所建立的模型
應用於壓電驅動旋轉金屬圓柱殼陀螺儀分析。

旋轉薄殼振動分析可溯至 Bryan[8]對旋
轉殼的動力分析，之後有學者 Quick[9]首先對
振動陀螺儀應用微擾法做穩定性與誤差分
析，Friedland 等[10]應用平均法將振動陀螺儀
振動軌跡轉換到橢圓坐標系統，並建立振動陀
螺儀誤差模型。黃正吉、張家歐、周傳心等
[11,12]用格勒金法(Galerkin method)，以不旋轉
且自由振動半圓球殼自然模態為特徵函數，得
到半圓球殼諧振陀螺儀運動方程式，並用多重
尺度法解出振動陀螺儀進動現象。

二、運動方程式
2.1 壓電殼組成律

本文以 Niordson 的彈性薄殼理論為基礎，
採用 Kirchhoff-Love 的薄殼假設，先延伸
Niordson 的彈性薄殼理論至均質、厚度方向極
化、上下表面度上電極的壓電陶瓷薄殼，由三
維簡正坐標中的組成律開始，推導至二維曲面
坐標中的組成律。由 Niordson 的彈性薄殼理論
推導得[11,12] 均質與等向性彈性殼的組成方
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程式(constitutive equations for thin shell,
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其中 det( )a aαβ= 為表面尺度張量之行列式。
1 2 2 1
1 2 1 2 1 21/K d d d d R R= − = 為 高 斯 曲 率 ，

det( )d dαβ= 為曲度張量之行列式， Nαβ 為薄

膜應力張量(membrane stress tensor)，Mαβ 為彎
矩張量(moment tensor)。，已由三維簡正坐標
系統的組成方程式，經應變能密度函數 USD推
導至二維的彈性殼組成方程式。

考慮均質、非等向性、厚度方向極化、上
下表面度上電極的壓電陶瓷薄殼，由三維簡正
坐標中的組成律
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其中：本文將以大寫拉丁字母為上標示與下標
示，以與小寫拉丁字母的指標作為區別。 j

iσ ：

應力。 l
kη ：應變。 me ：電場。 nD ：電位移。

jkE
ilc ：在定電場(符號上標示 E代表定電場)之

下的彈性常數，為四階張量。 mj
ie ：壓電常數，

為三階張量。
mS
nε ：在定應變(符號上標示 S代

表定應變)之下的介電常數，為二階張量。
liE
kjs ：在定電場下的彈性韌性，為四階張量。

ml
kd ：壓電常數(，為三階張量。

mT
nε ：在定應

力下的介電常數，為二階張量。若應用虛功原
理(principle of virtual work)表示
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可得在厚度方向極化薄壓電殼的組成方程式：

1 12
11 1

31
,3

11 1

3

1 12
11 1

3
31

,3

11 1

2
(0) 31 31

,3 33 3

11 1 11 1

3
(1)

3

[(1 ) ]
(1 )

(1 )

[(1 ) ]
12 (1 )

12 (1 )

( )
[ 2 ]

(1 ) (1- )

P
P E

P
E

P
P E

P
E

TP
PE E

P

hN E a E
s

h d a
s

hM K a K
s

h d
a

s

h d d
D E h

s s

h dD

αβ αβ αβ γ
γ

αβ

αβ αβ αβ γ
γ

αβ

α
α ε

= − +
−

−
−

= − +
−

+
−

= + −
−

= −

e

e

e

( )

( )

( )

0

1

0

ν ν
ν

ν

ν ν
ν

ν

ν ν
2

331 31
.33 3

11 1 11 1

( )
[ 2 ]

12 (1 ) (1- )
T

PE E

dK h
s s

α
α ε+ −

−
e( )1

ν ν
其中壓電殼厚度 hp 及無因次化材料常數

1 12 11/E Es s= −ν ， 2 13 11/E Es s= −ν , 3 33 11/E Es s=ν , 

4 44 11/E Es s=ν , 6 66 11/E Es s=ν , PN αβ 為壓電殼的
薄膜應力張量 ( membrane stress tensor of the 

piezo shell)， PM αβ 為壓電殼的彎矩張量

( moment tensor of the piezo shell)， (0)
3D 為壓

電殼中心面的電位移， (1)
3D 為壓電殼中心面

在厚度方向上的電位移變化率。
2.2 壓電驅動半球殼振動方程式

對於彈性半球形薄殼外面貼著壓電薄殼
的機電耦合系統，亦以 Niordson 的彈性薄殼
理論為基礎，配合漢彌頓原理及 Rayleigh 的
半圓球殼假設，據以推導包含旋轉的壓電半
圓球殼振動陀螺儀的運動方程式。
本文使用到的球坐標(簡正坐標)，如圖一：
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sin cos ,  sin sin ,  cos ,

,  ,  .
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θ φ θ φ θ

θ φ

= = =

= = =
(3.37)

而中心面 0S 上的坐標則為：
1 2 3sin cos ,  sin sin ,  cos .f R f R f Rθ φ θ φ θ= = =

其中 R為中心面上曲率半徑。

r

x1
x2

x3

φ

θ

f,1
i

f,2
i

Xi

圖一 球坐標
當法線方向指向球殼外時，則表面尺度張量
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aαβ，空間尺度張量 gij，曲度張量 dαβ 則分別為：
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非零的第二類克里斯多夫符號：
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現定義半圓球殼結構，如圖二所示： R，R分
別為彈性殼與壓電殼中心面曲率半徑。hS，hP

分別為彈性殼與壓電殼厚度。VS，VP 分別為彈
性殼與壓電殼所佔三維區域。 Sρ ， Pρ 分別為
彈性殼與壓電殼密度。AS，AP 分別為彈性殼與
壓電殼中心面面積。
彈性殼所佔三維區域：

{0 /2,  0 2 , / 2 / 2}.s S SV R h r R hθ π φ π= ≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ +
壓電殼貼在彈性殼外，均勻分佈計有 n 片：

{ /2 /2 ,  / 2 /2,
2p P PV R h r R hππ α θ π= − ≤ ≤ − ≤ ≤ +

2( 1) / 2( 1) / },   1, , .kk n k n k nπ φ φ π φ− − ∆ ≤ ≤ − + ∆ = L
其中α 為壓電片在θ 方向上的角度， 2∆φ 為
壓電片在φ 方向上所張開的角度。
彈性殼中心面上的角速度在球坐標與卡氏坐
標間的轉換為：
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Ω = Ω + Ω + Ω
其中Ωi 與ΩXj 分別為球坐標與卡氏坐標中的角
速度，如圖三所示。
彈性殼中心面上在 u1，u2及 u3方向上的實際位
移分別為 u，v 與 w 則得：

1 2 3
1 2 3./ ,  sin / sin ,  u Rv v R v Rv v R w v vθ θ= = = = = =

壓電殼中心面上在 u1，u2及 u3方向上的實際位
移分別為 , ,u v w則得：

1 2
1 2

3
3.

/ ,  sin / sin ,u Rv v R v Rv v R

w w v v

θ θ= = = =

= = =
(6)
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2 φ∆
φ

圖二 壓電驅動半圓球殼陀螺儀結構圖
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圖三 角速度轉換圖

若假設彈性殼與壓電殼之間為理想接著，即沒
有相對位移，將壓電殼中心面位移轉換成彈性
殼中心面位移，而表成：

2

,1
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2
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(1 ) ,  .                           (7)

s ph h h hh R R a a
R R

h h hv a v hq u u w
R R R
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(3.44)

其中上標示符號係表示壓電殼中心面之值，
h 為彈性殼與壓電殼中心面的距離。

應變張量E β
α 及彎曲張量 Kβ

α
% 以實際位移

表示時，並經化簡後成為：
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應用變分原理可得:
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其中符號上標示¯為壓電殼中心面的位移，pI

與 pIP 分別為：
1
2

1
2

3

3

{ [2 ( )
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即分別為彈性殼與壓電殼中心面法線方向上
因振動與旋轉所引起單位面積的合力。FI

β與
FIP
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即分別為彈性殼與壓電殼中心面切線方向上
因振動與旋轉所引起單位面積的合力。

在薄殼的假設下( 1h/R << )，以及δvβ，δw
與δψ 均為任意值條件下，略去微小項後，得：
(1)在僅有彈性殼的區域 Bs 中，運動方程式為：

2

1 1
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0.                        
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D D M M N p p
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在彈性殼邊界與中心面之交線 Cs 上，邊界條
件為： N=0 或 u 值給定，及 S=0 或 v 值給定，
及 Q=0 或是 w 值給定，及 MB=0 或 /w n∂ ∂ 值
給定，或上述任意兩者的線性組合。
(2)在彈性殼上貼著壓電殼的區域 Bsp 中，運動
方程式為：
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1
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在彈性殼邊界與中心面之交線 Cs 上及壓電殼
邊界與中心面之交線 Cp 上，邊界條件需要給
定： N+ Np=0 或 u 值給定，及 S+SP=0 或 v 值
給定，及 Q+QP=0 或 w 值給定，及 MB+MBP=0
或 /w n∂ ∂ 值給定，及 m

mn D =0 或ψ 值給定，

或上述任意兩者的線性組合。
對本文的壓電驅動半圓球殼，邊界條件設為：

固定邊界條件： 0, 0.wu v w θ
θ

∂= = = = =
∂

(3.52)

自由邊界條件：
0,   / 2,

0,   .
B

P P BP P P

N S M Q
N S M Q C

θ π= = = = =
= = = = ∀

(11)

雖然可使(11)與(12)力學方面的邊界條件為
零，但因運動方程式是分段連續，仍然無法解
出(11)與(12)的解析解。
2.3 運動方程式
對振動解先以模態展開，又因彈性殼在φ 方向
上連續，故在φ 方向為週期 2π 的函數，現將
本文彈性殼中心面振動解依φ 方向上的波數
(wave number)m 展開成如下形式：

1 1

2 2

3 3

( ) ( )cos ( ) ( )sin ,
( ) ( )sin ( ) ( )cos ,
( ) ( )cos ( ) ( )sin ,

0,1,...                                                        (12)

m m m m

m m m m

m m m m

u x t U m y t U m
v x t U m y t U m
w x t U m y t U m
m

θ φ θ φ
θ φ θ φ
θ φ θ φ

= +
= −
= +
=

(3.54)

以(12)對模態展開的意義，是因為無法由力平
衡與力矩平衡所列出的運動方程式，改採
Niordson 所稱近似解法的雷利解，其中第 m 個
波數其模態為：

tan ( / 2)sin cos cos ,

tan ( / 2)sin sin cos ,

( cos ) tan ( / 2)cos cos .

m
m m

m
m m

m
m m

u x m t

v x m t

w x m m t

θ θ φ ω

θ θ φ ω

θ θ φ ω

= −

= −

= +

(13)

當將雷利解(13)與(12)對應後，可得：

1

2

3

( ) tan ( / 2)sin ,

( ) tan ( / 2)sin ,

( ) ( cos ) tan ( / 2).

m
m

m
m

m
m

U

U

U m

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

= −

= −

= +

(14)

表示將(14)代入(12)後，即為雷利解。
對於雷利解中波數為 2 的模態(即 x2≠0，y2≠0
其他 xm=0，ym=0)，其半圓球殼振動模態如圖
四所示。也可說是波數為 2 的模態是由對θ =0
對稱的 x2模態與對θ =π/4 對稱的 y2模態所組
成，其中 x2模態其振幅在θ =0 軸上恰為 x2，同
樣 y2模態其振幅在θ =π/4 軸上恰為 y2。
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φ=0

φ=π/4

x2

節點

反節點

圖四半圓球殼振動模態(2，1)

三、半球殼的自然頻率及振動模態量測
以壓電激發與感測由球殼的模態測試，得

半球殼的自然頻率及振動模態, 實驗架構如圖
五。本文使用之不鏽鋼半球殼其尺寸與材料特
性係數是：球殼厚度 h=１  mm，球殼半徑
R=50 mm，球殼密度 ρ=8g/cm3, 楊氏係數
E=2x1011 nt/m2, 包松比例 μ ﹦0.3。

圖五 實驗架構

半球殼的前三自然頻率，(2,1), (3,1),和(4,1)，
之實驗值分別為 415Hz, 1097.5 Hz, 和 2001.3 
Hz, 和數值值分別為 405Hz, 1101 Hz, 和 2056 
Hz。其誤差均在 3%以內。圖五之實驗架構也
用於量測旋轉半球殼的振動模態變化。

四、結語
本文以 Niordson 的彈性薄殼理論為基礎，採用
Kirchhoff-Love 的薄殼假設，延伸至均質、厚
度方向極化、上下表面度上電極的壓電陶瓷薄
殼，由三維簡正坐標中的組成律可推導至二維
曲面坐標中的組成律。對於彈性半球形薄殼外
面貼著壓電薄殼的機電耦合系統，亦以
Niordson 的彈性薄殼理論為基礎，配合漢彌頓
原理及 Rayleigh 對半圓球殼的近似解，推導包

含旋轉的壓電驅動半圓球殼振動的運動方程
式。可用於對壓電驅動半圓球殼振動陀螺儀的
設計與操作原理的探討。
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