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摘要 

本計畫全程三年。第一年之工作重點為檢驗以迴傳射線矩陣法分析三維剛架

結構之基本理論(包括靜力分析與動力分析)、複核計算動力反應之各項方程式、改

進電腦計算程式及完成相關試驗儀器設備之採構與驗收工作。在重編計算程式

時，吾人發現將無窮級數解截成多項式近似解之過程中，可能產生第二種答案(簡

稱答案乙)，與早期研究報告之答案(簡稱答案甲)稍有不同。兩答案之數學推導過

程，經多人重複驗算，均屬正確。 

第二年之理論工作重點改為全力檢驗原報告之基本理論。後由兩答案之物理

特性，尋因果律求解，方確定應採用答案乙。第二年另一工作重點為鋁模型結構

之動力實驗，於交通大學土木工程系大型結構實驗室進行。吾人研製可重複施加

衝擊力之機構及設計觸發訊號源，以啟動示波器擷取應變之瞬時反應。試驗結果

與理論計算結果比較，仍有不同。試驗的結果有較多高頻的波動反應，理論分析

的結果則較為平滑。初步推測該原因可能與鋁構架所採用的構材斷面有關。 

由於第二年使用之鋁構材斷面為空心鋁方管，因此吾人於第三年重新製作實

心斷面之鋁構架模型，並進行動力實驗。同時根據已修正之理論再編寫電腦程式

計算剛架構件中各點之動力應變反應並與實驗值比較。理論與試驗的結果頗為相

符，在應力波到達之初期與中期內(50個正規化時間)契合的程度很高，但在此時限

以外兩者差異逐漸增大。此項差異也發生在二維剛架之理論與實驗結果之比較，
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故對已有之剛架動力理論必須再研究找出此項差異之根源。此外，實心斷面之高

頻波動的成份已顯少發生，說明鋁構架模型採用空心斷面或是實心斷面製作，其

應力波動的特性將有所差異，空心斷面之高頻波動特性須另外建立理論分析模型

加以考慮。 

本報告內容共分七章。第一章為緒論；第二章介紹三維剛架結構之彈性波理

論，包括：軸向波、扭轉波及撓曲波，探討彈性波之傳播特性及其物理性質；第

三章為彈性波於剛架節點之散射分析，藉由力平衡方程式與位移諧合方程式建立

不同邊界條件下之節點散射矩陣及節點波源向量；第四章為空間構架之彈性波射

迴傳分析，說明空間結構迴傳矩陣之建立及矩陣 )(ωRI − 具奇異性(Singularity)時

之解決方法；第五章為迴傳波射法之離散過程與數值方法，連續的頻率函數或連

續的時間函數須經過離散化的過程方能利用電腦進行計算，本章將說明解析的過

程與取樣筆數之決定等。第六章為三維剛架結構試驗環境之建立與驟加衝擊載重

試驗，試驗的鋁模型構架分別考慮鋁構材斷面為空心及實心的情況，同時將試驗

結果與第五章之理論分析結果進行比較，以探討兩模型之波傳特性的差異。第七

章為結論。 

本計畫執行期間所發表之重要論文列舉如后： 

1. 王彥博、鮑亦興、李建良、陳繼峰，「空間構架之迴傳矩陣靜力分析」，第二十

五屆全國力學會議論文集，民國 90年 12月，台中，pp. 1535-1546。 

2. Yih-Hsing Pao and Ji-Feng Chen, “Effects of Causality and Joint Conditions on 

Method of Reverberation-Ray Matrix”, AIAA Journal, Vol. 41, No. 6, 2003, pp. 

1138-1142. 

3. Yih-Hsing Pao, Guo-Hua Nie and Der-Ching Keh, “Dynamic Response and Wave 

Propagation in a Three-dimensional Framed Structure,” (to be submitted). 

4. 李建良、陳繼峰、王彥博、鮑亦興，「空間構架之迴傳波射動力分析」，第二十

六屆全國力學會議論文集 D類組，民國 91年 12月，虎尾。 
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第一章 緒 論  

近數十年來，基於地震工程及航空、太空工程⋯等領域之發展所需，結構動

力分析理論有長足的進步。結構動力分析方法基本上可分為振動分析模式和波動

分析模式兩種，早期由於計算能力上的限制，多數的問題都採振動模式分析。然

而，振動分析模式主要用於分析結構之穩態反應(steady-state response)，其計算結

果雖能反應結構整體系統之一般特性，卻無法掌握結構結點位移及構件應變之初

期與中期瞬態反應(transient response)。因此，對於承受衝擊力作用時如太空梭在太

空站不正常之起落、海域平台受海嘯或巨浪之撞擊，及高樓建築耐受強烈地震之

震撼等，其初期瞬態反應具有重要影響的結構動力問題，無法以振動分析模式完

整描述其動力特性，而須仰賴波動分析模式來處理。近年來，由於計算機運算的

功能與速度不斷地提升，已有足夠能力處理龐大的矩陣數值計算問題，因此波動

分析又重新受到重視。波動分析模式能夠精確描述結構受衝擊載重之瞬態反應，

揭示暫態波的傳播規律與特性，彌補振動分析模式之不足，提供吾人分析結構波

動特性與振動特性之基本工具，根本解決百年來懸而未決之剛架結構動應力分析

問題。這項理論自成體系，不僅可彌補有限元素法之不足，更可提供吾人研究波

動控制和振動控制之基礎，它超越現存結構動力學之理論範疇，俟其理論發展完

備後，必將開啟結構動力學之新頁。 

研究動機 

結構波動分析主要根據彈性波理論，分析結構受到動態載重時各桿件中軸向

壓力波(axial wave)、扭曲剪力波(torsional wave)及撓曲波(flexural wave) 等三種應

力波之傳播。軸向壓力波屬縱波，扭曲剪力波屬橫波，撓曲波則由彎矩及剪力產

生，其波動兼具縱波與橫波之特性，屬於頻散波(dispersive wave)。波動分析方法

又可區分為駐波法(standing wave)與行波法(progressive wave)，駐波法利用結構桿

件之各模態振動反應進行疊加，桿件之自然振動模態與邊界條件有關，當各桿件

經節點連接後，其邊界條件將變得十分複雜而難以分析，故迄今只被應用於簡單

的二維結構分析[1]。行波法則依應力波之入射、折射和反射等波傳過程追蹤計算

波形之變化，將循由不同途徑到達各個節點之所有振波疊加而求出結構之整體動

態反應，目前已被應用於三維結構之動態分析[2]。 
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參考文獻 

關於結構桿件之波傳理論研究，已有不少文獻[3-7]記載，亦有專書探討[8]；

研究剛架結構的波傳分析，須先由彈性波通過節點之散射問題著手。1972年時 Lee

與 Kolsky [9]探討兩非同心彈性桿件(兩桿件交角不為零)，當其一端有衝擊源時，

入射波通過桿件連接處所產生的反射和折射情形；1981 年 Desmond[10]研究了兩

同心桿件與一斜桿連接，當有一縱波入射時，在節點所產生的散射結果；Yong 和

Atkins [11,12]在 1982及 1983年，先利用傅立業轉換將時間域的運動方程式轉換到

頻率域，分析入射縱波通過 L 型和 T 型節點時，相連於該節點各桿件彈性波振幅

之變化；1984 年，Simha與 Fourney [13]利用 Laplace轉換分析彈性波通過節點時

之散射反應；1985 年，Doyle 和 Kamle [14]則利用快速傅立業轉換(Fast Fourier 

Transform)，研究入射橫波通過兩非等面積桿件介面時，各桿件的反應，並與實驗

結果比較。1985年，Lu和 Felsen [15]利用射線法、模態法和混合分析方法，研究

彈性波在板中的傳播問題；1992年，Su和 Pao [6] 利用相同的三種方法求解彈性

波在梁的傳播問題，並得到時域動態反應。以上的研究，均侷限於單一元件內之

彈性波傳問題。 

1957年，Boley [16]首先提出波傳射線法分析桁架結構之應力波傳遞問題﹙僅

有軸向波﹚，此一分析方法對於初期反應之分析結果相當精確，但散射次數增加

後，對於射線的追蹤變得十分困難。1986年，von Flotow [17]將一大型結構簡化為

懸臂梁，亦使用波傳射線法並配合傳輸矩陣的概念，求得結構物受到波源擾動時，

結構任一位置的頻域反應，並利用快速傅立業逆轉換(Inverse Fast Fourier Transform)

求得時域反應；1992年，Gopalakrishnan和 Doyle [18]則利用動態勁度矩陣法，求

出有限桿件的動態反應，但因快速傅立業轉換數值方法的限制，這個方法僅能求

取有限樑和一半無窮樑連接時的動態反應。1989年，Nagem和Williams [19]開始

對較複雜的二維剛架結構進行研究，利用傳輸矩陣的概念，以及節點的變位相容

和力平衡條件，導出了 fZPT =0)()( ωωB ，其中 )(ωB 為節點交互作用矩陣，P為置

換矩陣， )(ωT 為傳輸矩陣， 0Z 為狀態向量， f為力源向量，可進而求得結構之共

振頻率，及 0)()( =ωω PTBdet 之根。1990年，Howard [20]在其博士論文中，則採

用另外一種方法，將結構中桿件之彈性波分為入射波和出射波，並在同一根結構

桿件兩端採用獨立之局部座標系統，進而推得桿件之變形表示如

 2



)(ˆ])][()([)(ˆ 1 ωω sRIPUPu −−−−= xxl 之形式，除可像 Nagem 和 Williams 的作法求

得結構之共振頻率外，更可利用射線展開和快速傅立業逆轉換求得結構之時域動

態反應。惟 Howard當時僅計算桿件內軸向波的傳播情形，對於剛架內含有撓曲波

(Bending Wave)的情況並未加以考慮。上述研究均限於二維結構的情形。 

研究目的 

1996年，柯德清[2]在其博士論文中提出了一種用於分析三維剛架之彈性波傳

播規律的方法，稱為迴傳波射法(Reverberation Method)，可求得剛架之暫態反應。

根據迴傳波射法計算二維剛架結構所得之波動反應與 Howard於 1989年在 Cornell

大學進行之試驗結果比較可知，二者之初期暫態反應相當一致，但在未達到桿件

最大振幅之前，試驗值和理論值已有明顯之差異。儘管如此，此一系列的研究已

初步證實迴傳波射法具有優於現存結構動力分析理論之價值，惟仍有一些課題亟

待解決其理論才能完備，包括: 

(1) 二維桁架理論與實驗之修正。平面桁架之實驗已初步完成[21,22]，實驗結果與

理論分析在初期雖有良好的相關性，但後期兩者相差頗大，必須分別從理論上

及重新進行實驗找出原因。 

(2) 結構樓板自重之影響。先前之研究無論是二維桁架[22]或是三維剛架，均未包

含桁架橋面或剛架樓板之自重。 

(3) 三維剛架之動力實驗。三維剛架之理論雖已建立，相關實驗則仍待進行，以確

認相關理論之合理性。此一實驗難度極高，首先，衝擊力或是階梯載重(step 

loading)施力條件重覆之試驗要求必須克服；此外，暫態波傳反應稍縱即逝(每

秒約五千公尺)，各項記錄儀器之採樣速率須達一微秒(10 秒)以內，試驗前需

要嚴密的規劃與設計。 

6−

(4) 地震波的影響。現有之理論與實驗均探討結構因節點受力引起之振動

﹙force-induced vibration﹚，對於結構受基礎運動所引致之振動﹙motion-induced 

vibration﹚，在理論與實驗兩方面均須重新考慮。 

(5) 通用分析程式之建立。對於各式結構之波動與振動分析，須發展一套易於使用

的程式，俾能推廣其應用。 
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研究進度 
本研究計劃全程三年，主要針對前述迴傳波射矩陣法在三維空間剛架結構之

動力分析與試驗的課題進行一系列工作。第一年已完成計劃之既定目標，包括:兩

層樓鋁管模型剛架之製作；模型剛架之靜力分析與靜力試驗；高頻波動量測儀器(示

波器、應變計等)之採購與測試及驟加外力設備之研製；及三維迴傳矩陣法計算程

式之修改。 

第二年之研究在三維迴傳射線矩陣理論之修正，及三維構架模型之動力試

驗。理論方面，因在第一年後期修改計算程式時(將原有之 FORTRAN 程式改為

MATLAB 計算程式)，發現若將動力反應中之矩陣反轉， [ ] 1−− RI , 展成紐曼級數

(Neumann Series)再截斷成多項式時，有兩種進行方式。此兩種方式之數學推導，

均極正確，然對入射波及離射波係數之計算可能產生不同結果。乃動員全部研究

人力並徵召過去曾參加此項研究計畫之訪問學者數人，通力研討，至第二年底方

找出解決此困境之答案。在實驗方面，因鋁管模型剛架使用空心方管製成，用應

變規量得之動力反應極不規則，且不能重複量測，乃在年底開始重製模型並改進

實驗步驟與量測技術。 

第三年就修改後之迴傳矩陣理論重編電腦程式，計算剛架各構件之瞬時應變

值。另就重新製造之實心鋁管剛架重複進行動力實驗，成果頗有改進。實驗量測

之瞬時應變值，差可與理論值比較。本報告第六章將詳述理論與實驗之比較成果。 

研究成果 
本報告內容共分七章。第二章介紹三維剛架結構之彈性波理論，包括：軸向

波、扭轉波及撓曲波，探討彈性波之傳播特性及其物理性質；第三章為彈性波於

剛架節點之散射分析，藉由力平衡方程式與位移諧合方程式建立不同邊界條件下

之節點散射矩陣及節點波源向量；第四章為空間構架之彈性波射迴傳分析，說明

迴傳矩陣之建立及矩陣 )(ωR−I 具奇異性(Singularity)時之解決方法；第五章為迴

傳波射法之離散過程與數值方法，由於分析的過程中須使用逆傅立業轉換，將頻

率域之結構反應轉換為時域反應，然而在數位化電腦的運算環境中，連續的頻率

函數或連續的時間函數須經過離散化的過程才能利用電腦進行計算。本章將說明

解析的過程與取樣筆數之決定等。第六章為試驗環境之建構與驟加衝擊載重試

驗，並將試驗結果與第五章之理論分析結果進行比較。第七章為結論。 
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第二章 三維剛架結構之彈性波 

本章依據彈性波理論，探討 Timoshenko 梁之三種彈性波(軸向波、扭轉波、

撓曲波)的傳播情形及其物理特性。首先，建立桿件變位、內力及應變等物理量與

入射波波幅及出射波波幅在頻率域之關係，以便計算在波傳過程中梁元素任意位

置之應力、應變等物理量，並以矩陣的形式來表示，經由轉換矩陣，將各桿件在

局部座標下的物理量轉換為整體座標，以便於構件共交節點相關矩陣之建立。 

2.1 軸向波的傳播  

一般而言，若桿件的細長比(Slenderness Ratio)不大，則軸向波在傳播時，除

了產生軸向變形外，由於橫向效應(或稱為蒲松效應)，也會產生橫向變形，此時軸

向波理論將不適用，而必須採用麥德林-賀門的軸向理論(Mindlin-Herrmann Rod 

Theory)[23]，使得運動方程式變得十分複雜。因此，在推導軸向波運動方程式之前，

一般都假設桿件的細長比很大，使得橫向效應可被忽略。首先，考慮桿件中一微

小段元素之受力情形如下(圖 2.1)： 

 

uu &&&f ,≈ ρ,, AE

x

圖 2.1

考慮水平向的力平衡： 
FF +− (

其中， uxu &∆ζ 和 xuK∆ 為軸向

(Retarding Force)，分為速度相

後可得： 

或 
),(

x
txF
−

∂
∂ ζ

其中，u 為桿件之軸向位),( tx

 

x∆
x∆

F

 

：桿件中微小段元素的受力情形 

uxAxuKuxF u &&& ∆=∆−∆−∆+ ρζ)        

波在行進時，受到周圍介質影響所

依( uxu &∆ζ )和位移相依( xuK∆ )兩種形

uAKuu
x
F

u &&& ρζ =−−
∆
∆               

2

2 ),(),(),(
t

txuAtxKu
t

txu
u ∂

∂
=−

∂
∂ ρ       

移， 為通過斷面的軸向力，),( txF ρ

5

  

產
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為桿
          

生的遲滯力

將上式整理

          

       (2.

件的密度
FF ∆+
  

  

1) 

，



A為截面積。假設材料為均質的，且桿件截面積固定，則根據虎克定律： 

1a

x
uEAtxF
∂
∂

=),(                            (2.2) 

將(2.2)式代入(2.1)式可得： 

2

2

2

2 ),(),(),(),(
t

txuAtxKu
t

txu
x

txuEA u ∂
∂

=−
∂

∂
−

∂
∂ ρζ              (2.3) 

此即軸向波動方程式之通式。我們採用頻譜分析(Spectrum Analysis)的方法來分析

整個問題，以避開直接求解偏微分方程式的問題而僅需面對常微分方程式。對(2.3)

式取傅立業轉換後得： 

0),(ˆ][),(ˆ 2
2

2

=−−+ ωωζρωω xuKiA
dx

xudEA u               (2.4) 

上式之通解為： 
xikxik edeaxu 11 )()(),(ˆ 11

−+= ωωω                     (2.5) 

其中， 

EA
K

EA
i

E
k u −−=

ζ
ωρω 2

1                       (2.6) 

為軸向波之波數(Wave Number)，亦即單位長度內波的個數， 和 為未定常數，

表示一穩態波的波幅(Wave Amplitude)，沿負
1a 1d

x方向傳播， 表示另一穩態波的

波幅，沿正

1d

x方向傳播。我們將頻率ω除以波數 所得物理量之意義即為單位時間

內傳波的步長，亦即波速(Wave Speed)，可表示為： 

k

k
c ω
=                                (2.7) 

由(2.6)式、(2.7)式可知，一般情況下，波速和頻率有關。我們稱此種波為頻

散波(Dispersive Wave)，因為波在傳播的過程中，隨著時間的改變，波形也會跟著

改變。此外，由(2.2)和(2.5)式可求得軸向力的穩態解為： 

])()([),(ˆ 11 xikxik edeaEAikxF −−= ωωω 111                (2.8) 

由軸向波所產生之軸向應變的穩態解 ),(ˆ ωε xxu 則為： 

])()([),(ˆ
),(ˆ 11

111
xikxik

xu edeaik
EA
xFx −−== ωωωωε               (2.9) 

若假設(2.6)式中 0=uζ ，則我們可以得到一截止頻率(cut-off  frequency) 0ω ： 
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A
K
ρ

ω =0                                  

當頻率大於此一截止頻率時( 0ωω > )，波數 為正實數，反之當頻率小於此一截止

頻率時(
1k

0ωω < )，k 則為負虛數。亦即只有頻率大於此一截止頻率的波會傳播，小

於此一截止頻率的波則不傳播。 
1

若假設(2.6)式中 ，則(2.6)式中波數 k 為： 0=K 1

EA
i

E
k uζωρω −= 2

1                         (2.10) 

(2.10)式中的 k 無論在任何頻率下都包函了一正實數與一負虛數，正實數的部分代

表波的傳播，負實數的部分則會使波在行進的過程中波幅逐漸衰減(Attenuate)。我

們可從(2.5)式看出此種現象，當 為正實數時，式中的 和 為弦波函數；當

為負虛數時，則為指數函數。故速度相依型的遲滯效應就類似一種阻尼效應

(Damping Effect)，此為材料本身缺陷所產生，和結構桿件接合不良所產生的阻尼

力不同。一般而言，材料的阻尼力遠較節點的阻尼力來得小，故一般可以忽略不

計。關於材料的遲滯力，文獻[24]提供了有關實驗方面的研究。 

1

1k xike 1− xike 1

1k

理想狀況之下，假設材料沒有任何遲滯力或阻尼力( 0=uζ , )，則(2.3)式

可改寫為： 

0=K

2

2

2

2 ),(),(
t

txu
Ex

txu
∂

∂
=

∂
∂ ρ                        (2.11) 

(2.6)式則可改寫為： 

E
k ρω=1                             (2.12) 

故由(2.7)可得理想狀態下之軸向波波速為： 

ρ
ω E
k

c ==1
1

                           (2.13) 

由上式可知， c 與頻率無關，僅與桿件之密度、楊氏模數有關。我們稱此種波為

非頻散波(Nondispersive Wave)，因為波在傳播的過程中，隨著時間的改變，波形不

會改變。由(2.11)、(2.13)式可得理想狀態下之軸向波運動方程式為： 

1

2

2

2
1

2

2 ),(1),(
t

txu
cx

txu
∂

∂
=

∂
∂                       (2.14) 
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理想狀態下的桿件的軸向位移、軸向力和軸向應變則可將(2.12)式分別代入(2.5)、

(2.8)和(2.9)式求得之。 

(2.14)式可利用傅立業轉換來求得如(2.5)式的頻域解，或可直接得到一達南貝

(D’Alembert)解為： 
)/()/(),( 1111 cxtDcxtAtxu −++=                  (2.15) 

其中， 和 代表兩個普通函數，函數1A 1D )/( 11 cxtA + 表示一個行進波沿著負 x的方

向前進。而函數 表示一個行進波沿著正)/( 11 cxtD − x的方向前進。達南貝解為一

瞬態解(Transient Solution)，由於非頻散波在傳播時，波形保持不變，故穩態解和

瞬態解其實是一樣的，我們可將(2.5)式的穩態解逆轉換後得到如(2.15) 式的達南貝

解，證明了此一現象。然而，為了方便同時分析頻散的撓曲波(2.3 節)或材料有阻

尼的軸向波、扭轉波(2.2 節)，我們必須採用頻譜分析來求穩態波解，而捨棄了在

時間域下直接求解。 

2.2 扭轉波的傳播 

和 2.1節相同，假設桿件有均勻斷面，且具有阻尼係數為的阻尼力。則扭轉

角θ的運動方程式可寫為： 

2

2

2

2 ),(),(),(
t

txI
t

tx
x

txGI xx ∂
∂

=
∂

∂
−

∂
∂ θρθζθ

θ              (2.16) 

其中，G為剪力模數， 為桿件之極慣性矩。在此假設扭轉發生時，斷面上的點

並沒有縱向位移，即沒有翹曲(Warping)現象的發生。則通過斷面的扭矩(Torque)
xI

T

則為： 

x
GIT x ∂

∂
=

θ                            (2.17) 

而桿件在斷面最外層的剪應變則為： 

x
cx ∂
∂

=
θγ θ                            (2.18) 

其中 為中心軸到最外層的距離。利用對(2.16)式取傅立業轉換，可求得c θ的穩態

波解為： 

xikxik edeax 22 )()(),(ˆ −+= ωωωθ 22                    (2.19) 

其中， 
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xGI
i

G
k θζωρω −= 2

2                        (2.20) 

為扭轉波之波數。 和 為未定常數， 表示穩態波的波幅，朝向負的2a 2d 2a x方向傳

播， d 表示另一穩態波波的波幅，沿正2 x方向傳播。扭轉力矩的穩態解可由(2.17)

式得到： 

])()([),(ˆ 22
222

xikxik
x edeaikGIxT −−= ωωω               (2.21) 

而扭轉波所產生的剪應變由(2.18)式可得： 

])()([),(ˆ 22
222

xikxik
x edeacikx −−= ωωωγ θ               (2.22) 

假設在理想狀態下，材料不具有阻尼力( 0=θζ )，則(2.20)式可改寫為： 

G
k ρω=2                             (2.23) 

根據(2.7)和(2.23)式則可得到理想狀態下之扭轉波波速 c 為： 2

ρ
Gc =2                              (2.24) 

如同軸向波的情形，扭轉波的波速亦和頻率無關，只和材料性質(G、ρ )有關，故

理想狀態下的扭轉波為一頻散波(Dispersive Wave)，其運動方程式可由(2.16)、(2.24)

推得為： 

2

2

2
2

2

2 ),(1),(
t

tx
cx

tx
∂

∂
=

∂
∂ θθ                        (2.25) 

理想狀態下的桿件的扭轉角、扭矩和扭轉剪應變則可將(2.23)式分別代入(2.19)、

(2.21)和(2.22)式求得之。 

如同(2.1)節的軸向波，扭轉波也有達南貝的瞬態解，不再贅述。 

2.3 撓曲波的傳播 

在 2.1節中，我們提到頻散波(Dispersive Wave)和非頻散波(Nondispersive Wave)

之間的差異。理想狀態下的軸向波和扭轉波為非頻散波，其運動方程式在時間域

下具有達南貝的瞬態解(D’Alembert Solution)，然而，理想狀態下之撓曲剪力波為

頻散波，其運動方程式在時間域下不具有達南貝解，而必須利用傅立業轉換先將
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方程式轉到頻率域下來求解，之後再用傅立業逆轉換可求得時間域下的解。這也

是為何我們要採用頻譜分析的方法來分析整個問題，而不直接在時間域下求解，

因為撓曲波在時間域下難以直接求解偏微分方程。 

本節就兩種不同的理論模型，白努利樑(Bernoulli-Euler Beam)和提摩盛科樑

(Timoshenko Beam)來討論撓曲剪力波在桿件中的傳播情形，比較其高頻波和低頻

波波數之差異。首先，考慮一樑和其內部的一微小段受力情形如下(圖 2.2)： 

 

 

υυ &&&,⇑ MM ∆+ ρ,,, IE

x

圖 2

若我們先不考慮材料阻尼力

−

上式經整理後可得： 

或 

根據 軸向的彎矩平衡： z
M−

其中， 為慣性力矩，φρ &&xI z∆

上式經整理後可得： 

或 

我們首先推導白努利樑的撓

的基本假設為：第一，平面

 

x∆
x∆ V∆+V
A

 

.2：樑中微小段元素的受力情形 

，則根據垂直向( 軸向)力平衡： y
υρ &&xAVVV ∆=∆++ )(               

υρ &&A
x
V

=
∆
∆                    

2

2

t
A

x
V

∂
∂

=
∂
∂ υρ                   

φρ &&xIxVMM z∆=∆+∆++ )(           

為桿件 軸向之面積慣性矩，zI z φ為桿

φρ &&
zIV

x
M

=+
∆
∆                  

2

2

x
IV

x
M

z ∂
∂

=+
∂
∂ φρ                  

曲波運動方程式，並假設材料阻尼力不

截面受力變形後依然為平面；第二，樑

10
 

 

 

 

M

         

         

        (2.

         

件之橈曲角

         

        (2.

存在，其理

元素與中立
),( txφ  
υ ),( tx
V

    

    

26) 

    

。

    

27) 

論

面



(Neutral Surface)垂直者，變形後依然與中立面垂直，意即由剪力所引起的垂直向

變形可忽略；第三，樑元素之轉動慣量可被忽略；第四，樑之材料特性符合虎克

定律，故可得彎矩和撓度有以下之關係： 

2

2

x
EIM z ∂

∂
=

υ                            (2.28) 

將(2.28)式代入(2.27)式且忽略轉動慣量後可得： 

3

3

x
EIV z ∂

∂
−=

υ                            (2.29) 

將(2.29)式代入(2.26)式可得： 

02

2

4

4

=
∂
∂

+
∂
∂

t
A

x
EI z

υρυ                        (2.30) 

為白努利樑之撓曲波運動方程式。(2.30)式不具有達南貝解，故我們取其傅立業轉

換後為： 

0ˆˆ 2
4

4

=− υρωυ A
dx
dEI z                        (2.31) 

(2.31)式的長為分方程式具有通解為： 

xikxikxikxik edeaedeax 44333 )()()()(),( 4433
−− +++= ωωωωωυ         (2.32) 

其中， 
4/1

3 







=

zEI
Ak ρω ，

4/1

4 







−=

zEI
Aik ρω                      

我們由(2.32)式可觀查出，此一撓曲波具有 k 、 兩種模態。在任何頻率之下，

皆為正實數， 則為負虛數，由此可知， (2.32)式的前兩項為傳波項 (Wave 

Solution)，後兩項則不傳波，而為一空間阻尼(Spatially Damped Vibrations)或稱為

響應項 (Ringing Terms)，隨著傳播距離的增長，其使得撓曲波逐漸地衰減

(Attenuate)。 

3 4k 3k

4k

由(2.7)式和(2.32)可得： 

4/1









==

A
EI

k
c

ρ
ωω                         (2.33) 

由上式我們可知撓曲波波速與頻率有關，為一頻散波。(2.33)式的波速 稱為相位

速度(Phase Speed)，它代表一特定頻率

c

ω的波行進的速度。而我們定義： 
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c
A

EI
dk
dcg 22

4/1

=







==

ρ
ωω                     (2.34) 

其中，我們稱 為群速度(Group Speed)，它代表所有頻率的波疊加後整體的行進

速度。圖 2.3為此兩種波速與頻率的關係圖，如圖，當頻率很高時，兩種波速都會

趨近於無窮大，此為白努利樑理論的基本假設誤差所導致的不合理現象，以下，

我們將以提摩盛科樑理論來修正此一現象。 

gc

提摩盛科樑理論的基本假設為：第一，平面截面受力變形後依然為平面；第

二，樑元素與中立面(Neutral Surface)垂直者，變形後與中立面不再垂直，意即由

剪力所引起的垂直向變形不可忽略；第三，除了線性慣量外，兼考慮樑元素的轉

動慣量；第四，樑之材料特性符合虎克定律。根據以上之假設，我們可知，樑的

垂直向撓度υ由彎矩和剪力同時作用所造成，即： 
sb υυυ +=                             (2.35) 

其中 bυ 表示由彎矩所造成的垂直向撓度， sυ 表示由剪力所造成的垂直向撓度。且

由虎克定律，可將剪力和彎矩表為： 

x
GAV s

∂
∂

=
υ

κ        2

2

x
EIM b

z ∂
∂

=
υ

                (2.36) 

其中，κ為剪力係數。而撓曲角φ則為： 

x
b

∂
∂

=
υ

φ                             (2.37) 

將(2.35)、(2.36)和(2.37)式代入(2.26)、(2.27)式中，整理後可得： 










∂∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

∂
+∂

=
∂
∂

2

3

3

3

2

2

2

2 )(

tx
I

x
GA

x
EI

t
A

x
GA

b
z

sb
z

bss

υ
ρ

υ
κ

υ

υυ
ρ

υ
κ

                  (2.38) 

(2.38)式即為提摩盛科樑之撓曲波運動方程式，將其取傅立業轉換後可得： 










−=+

+−=

dx
dI

dx
dGA

dx
dEI

A
dx

dGA

b
z

sb
z

bs
s

υ
ωρ

υ
κ

υ

υυωρ
υ

κ

ˆˆˆ

)ˆˆ(
ˆ

2
3

3

2
2

2

                 (2.39) 

求解上式的常微分聯立方程式，我們可先假設： 





=
=

ikx
s

ikx
b

eLx
eHx

)(),(ˆ
)(),(ˆ

ωωυ
ωωυ

                        (2.40) 
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將(2.40)式代入(2.39)式中，整理後可以矩陣形式表為： 









=

















−
−

0
0

)(
)(

22

222

ω
ω

κωρ
κρωρω

L
H

GAkEII
Gk

zz

             (2.41) 

上式的 )(ωH 、 )(ωL 有非零解的條件為： 

022

222

=
−

−
GAkEII

Gk

zz κωρ
κρωρω

                        

上式展開整理後可得： 

0)1()11( 2
42224 =−++−

ρωκ
ωρ

κ
ρω

EI
A

GE
k

EG
k             (2.42) 

(2.42)式為運動方程式(2.39)的特徵方程式，其具有四個根為： 

1

22

2
12

2

)(4)1(1

c

R
c

k zω
ηηηω −−+±+

±=                 (2.43) 

其中， 

G
E
κ

η =                                   

1c 為軸向波波速， 則為迴轉半徑(Radius of Gyration)，即： zR

ρ
Ec =1         

A
IR z

z =                          

由(2.41)式我們可以得到： 

)(
)(
)()( 222

12
2

222

ω
κκ

ωρ
ω
ωωα −=

−
== kc

c
R

GA
IkEI

H
L zzz            (2.44) 

由(2.40)、(2.43)和(2.44)式我們可以得到： 

∑

∑

=

=

=

=

4

3

4

3

)()(),(ˆ

)(),(ˆ

j

xik
jjs

j

xik
jb

j

j

eHx

eHx

ωωαωυ

ωωυ
                    (2.45) 

由於 k之解可以分為兩組，而每組中的兩個 均只差一個正負號，且所對應的k α相

等，故(2.45)式可寫為： 
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xikxikxikxik
s

xikxikxikxik
b

edeaedeax

edeaedeax
4433

4433

44443333

4433

),(ˆ
),(ˆ

−−

−−

+++=

+++=

ααααωυ

ωυ
          (2.46) 

其中， 

2
2

222
12

c
kc

R j
zj κ

ω
α

−
= ， 4,3=j                     (2.47) 

2c 為扭轉剪力波波速。而 在任何頻率下都是正的實數： 3k

1

22

2
12

3 2

)(4)1(1

c

R
c

k zω
ηηηω −−+++

=                 (2.48) 

4k 則在超過一個截止頻率(Cut-Off Frequency) cω 時為正的實數， cω 以下則為負的

虛數： 

1

22

2
12

4 2

)(4)1(1

c

R
c

k zω
ηηηω −−+−+

= ，當 cωω >                  

1

22

2
12

4 2

)(4)1(1

c

R
c

k zω
ηηηω −−+−+−

= ，當 cωω <           (2.49) 

其中， 

η
ω

z
c R

c1=                                  

故我們可得橫向位移υ為： 
),(ˆ),(ˆ),(ˆ ωυωυωυ xxx sb +=                                    

))(1())(1( 4433
444333

xikxikxikxik edeaedea −− +++++= αα  (2.50) 

和白努利樑的情形類似，(2.50)式的前兩項無論在任何頻率下皆為傳播項，後兩項

在超過截止頻率後為傳波項，低於截止頻率時，則為一空間阻尼(Spatially Damped 

Vibrations)。而由(2.7)及(2.34)式亦可求得提摩盛科樑的撓曲波相位波速(Phase 

Speed)和群速度(Group Speed)。圖 2.4中，繪出了提摩盛科樑理論的 ω−k 關係圖，

圖 2.5則繪出 ω−1/ cc 和 ω−1/ cgc 的關係圖。很明顯地，提摩盛科樑的撓曲波亦為
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一頻散波。 

當我們求得橫向位移 bυ 、 sυ 後，將其代入(2.36)式既可求得剪力和彎矩為： 

)]()([),(ˆ 4433
44443333

xikxikxikxik edeakedeakAGixV −− −+−= αακω       (2.51) 

)]()([),(ˆ 4433
44

2
433

2
3

xikxikxikxik
z edeakedeakEIxM −− +++−=ω        (2.52) 

將其代入(2.37)可求得撓曲角為： 

)()(),(ˆ 4433
444333

xikxikxikxik edeaikedeaikx −− −+−=ωφ            (2.53) 

而樑在正 面所量到，因撓曲波而產生的軸向應變y υε xˆ 為： 

)]()([),(ˆ 4433
44

2
433

2
32

2
xikxikxikxik

y
b

yx edeakedeakc
x

cx −− +++=
∂
∂

−=
υ

ωε υ     (2.54) 

其中， c 表示在局部座標下中立面至量測面的距離。 y

對於截面另一個主軸 方向，我們可以利用相同的步驟，求得 方向的橫向位

移

z z

),(ˆ ωxw 為： 

))(1())(1(),(ˆ 6655
666555

xikxikxikxik edeaedeaxw −− +++++= ααω        (2.55) 

其中， 

2
2

222
12

c
kc

R j
zj κ

ω
α

−
= ， 6,5=j                      (2.56) 

5k 在任何頻率下都是正的實數： 

1

22

2
12

5 2

)(4)1(1

c

R
c

k zω
ηηηω −−+++

=                 (2.57) 

6k 則在超過一個截止頻率(Cut-Off Frequency) cω 時為正的實數， cω 以下則為負的虛

數： 

1

22

2
12

6 2

)(4)1(1

c

R
c

k zω
ηηηω −−+−+

= ，當 cωω >               
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1

22

2
12

6 2

)(4)1(1

c

R
c

k zω
ηηηω −−+−+−

= ，當 cωω <         (2.58) 

而對應的剪力W和彎矩 則為： ˆ N̂

)]()([),(ˆ 6655
66665555

xikxikxikxik edeakedeakAGixW −− −+−= αακω       (2.59) 

)]()([),(ˆ 6655
66

2
655

2
5

xikxikxikxik
z edeakedeakEIxN −− +++−=ω        (2.60) 

其對應的撓曲角ψ̂ 為： 

                      (2.61) )()(),(ˆ 6655
666555

xikxikxikxik edeaikedeaikx −− −+−=ωψ

而樑在正 面所量到，因撓曲波而產生的軸向應變z xwε̂ 為： 

)]()([),(ˆ 6655
66

2
655

2
52

2
xikxikxikxik

z
b

zxw edeakedeakc
x

cx −− +++=
∂
∂

−=
υ

ωε     (2.62) 

其中， c 表示在局部座標下中立面至量測面的距離。 z

以上的推導，為不考慮材料阻尼的情形。假若我們引進速度相依型的材料阻

尼參數至提摩盛科樑理論中，則其樑元素的垂直向力平衡(2.26)式可改寫為： 

2

2

t
A

tx
V

∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂ υρυζυ                        (2.63) 

而彎矩平衡(2.27)式可改寫為： 

2

2

x
I

t
V

x
M

z ∂
∂

=
∂
∂

−+
∂
∂ φρφζ φ                      (2.64) 

其中， υζ 表示樑元素在垂直向運動的阻尼係數， φζ 則為樑元素在撓曲轉動的阻尼

係數。將(2.35)式、(2.36)式及(2.37)式代入(2.63)式和(2.64)式可得： 










∂∂
∂

=
∂∂

∂
−

∂
∂

+
∂
∂

∂
+∂

=
∂
+∂

−
∂
∂

2

32

3

3

2

2

2

2 )()(

tx
I

txx
GA

x
EI

t
A

tx
GA

b
z

bsb
z

bssbs

υ
ρ

υ
ζ

υ
κ

υ

υυ
ρ

υυ
ζ

υ
κ

φ

υ
              (2.65) 

將上式取傅立業轉換後可得： 










−=−+

+−=+−

dx
dI

dx
di

dx
dGA

dx
dEI

Ai
dx

dGA

b
z

bsb
z

bsbs
s

υ
ωρ

υ
ωζ

υ
κ

υ

υυωρυυωζ
υ

κ

φ

υ

ˆˆˆˆ

)ˆˆ()ˆˆ(
ˆ

2
3

3

2
2

2

            (2.66) 
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求解上式聯立常微分方程式，我們一樣地可以假設： 





=
=

ikx
s

ikx
b

eLx
eHx

)(),(ˆ
)(),(ˆ

ωωυ
ωωυ

                             

將上式代入(2.66)式，整理後可以矩陣形式表示為： 









=





















−−
−−−

0
0

)(
)(

22

222

ω
ω

κωζωρ
ωζκωρωζωρ

φ

υυ

L
H

GAikEII
iGAkAiA

zz

    (2.67) 

上式的 )(ωH 、 )(ωL 有非零解的條件為： 

022

222

=
−−

−−−
GAikEII

iGkiA

zz κωζωρ
ωζκρωωζωρ

φ

υυ                   

將上式展開化簡後可得特徵方程式為： 

04
1

4
2

2
1

2
4 =+− D

c
Bk

c
k ωω                       (2.68) 

其中， 

)()(

)(1

222

2
1

2

zzz

z
z

I
i

A
E

I
i

R
cD

R
I

iB

ρω
ζ

ρω
ηζ

ηζ
ρω
η

ρωω
η

ζηζ
ρω

η

φυ
φ

υ

φυ

+−−+−=

+−+=

                

(2.68)式具有四個根為： 

1

2

2
4

c
DBBk −±

±=
ω                             

且由(2.67)式可得： 

GA
i

kc
c

R
GA

iIkEI
H
L zzz

κ
ωζ

ω
κκ

ωζωρ
ω
ωωα φφ +−=

+−
== )(

)(
)()( 222

12
2

222

           

如同無阻尼時的情況一樣， k之解可分為兩組，每組中的兩個 k只差一個正負號，

且所對應的α相等。故我們一樣可將其分為 、 兩組。 、 無論在任何一頻

率下皆為複數，其中包含了一正的實數，和一負的虛數。正實數代表傳波項，負

虛數代表阻尼項。圖 2.6 繪出了有阻尼情況下， 、 與

3k 4k

3k

3k 4k

4k ω的關係圖，其中，阻

尼係數取 1.0,1.0 =φ=υ ζζ ，這只是為了方便我們觀察比較無阻和有阻尼情況下取

線的變化情形。一般而言，材料的阻尼係數非常小，故圖 2.6和圖 2.4一般差異不
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大。 

1

2

3 2
4

c
DBBk −+

=
ω                       (2.69) 

1

2

4 2
4

c
DBBk −−

=
ω

                      (2.70) 

之後，我們可求得 k 、 k 所對應的3 4 3α 、 4α 為： 

GA
i

c
kc

R j
zj κ

ωζ
κ

ω
α φ+

−
= 2

2

222
12 ， 4,3=j                  (2.71) 

將求得的 k 、k 、3 4 3α 、 4α 代入(2.50)~(2.54)式，同樣地可求得材料有阻尼時，

桿件的撓度、撓角、剪力、彎矩、應變等物理量。而截面的另一個方向( 軸向)的

情況類似，故不再贅述。 

z

2.4 剛架節點和桿件的座標 

對於一三維剛架(Frame)，有許多的桿件(Member)在節點(Joint)結合，我們以

數字來標明這些桿件和節點。例如，一個三維的剛架，如圖 2.7所示，其擁有 個

節點和m根桿件。則每一個節點我們以 1到 的其中一個數字來代表它，而桿件則

用兩個字母來標示，如 12、21、23K。物理量和節點或桿件有關的，則將其放在

上標。例如，f 表示作用在 點上的一外力向量，而u 表示桿件 的軸向變形。

另外，我們用 表示 點的鄰近節點數， 表示連接於 點的桿件數，當然

。則我們可以找到以下之關係式： 

n

n

m

J

n

J JK JK
J J J J

JJ mn =

mm
n

J

J 2
1

=∑
=

                           (2.72) 

其中， ， 。 nJ ,2,1 L= nK ,,2,1 L=

本文之總體座標與局部座標均定為右旋系統，如圖 2.8，所有節點的位置以一

總體座標 表示，例如 表示節點 在總體座標下的位置。另

外，對每一根桿件 ，我們引入兩組局部座標 ( 和 ( ，其原點分別

在 點和

),,( ZYX ),,( JJJ ZYX J
JK)JK zyx ,, KJzyx ),,

J K點，軸 表示原點在節點 ，沿著桿件 的中心線，以朝向節點JKx J JK K為

正的軸。我們選定 和 方向相反，由於JKy KJy x軸和 軸的右旋關係 與 同

向。如 l 表示 的長度，則兩個局部座標 ( 和 ( 之關係為： 

y JKz KJz
JK JK JKzy ),,x KJzy ),,x
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KJ,, zzyyxlx JKKJJKKJJKJK =−=−=                  (2.73) 

由於下一節我們在討論力平衡方程式和位移諧和方程式時，必須將向量在局

部座標下的分量轉換成在總體座標下的分量，所以在此我們先定義兩組座標系統

的幾何關係。如圖 2.8，假設空間中有一桿件 ，則如前所述我們可以確定局部

座標的正 軸即為沿著桿件 的中心線，朝向節點

JK
JKx JK K的方向。然而局部座標下

的 、 軸位於垂直 軸的法面(Normal Surface)下具有無限多種組合，因此

我們必須人為地定義出其中一組 、 ，以作為運算上的依據。首先，將總體

座標下的

JKy JKz JKx
JKy JKz

Z軸對局部座標下的 軸取外積，所得到的方向定義為局部座標下的

軸，再將 軸對 軸取外積即為局部座標下的 軸。其運算的過程為： 

JKx
JKy JKx JKy JKz

yxz

y

xZ

iii
y
yi

iIy

×=

=

×=

                            (2.74) 

其中， 、 I 、 表示總體座標下XI Y ZI X 、Y、Z軸的單位向量， i 、 i 、 i 表示局

部座標下 、 、 軸的單位向量。 
x y z

JKx JKy JKz

特殊情況下，若 軸與JKx Z 軸平行，則(2.74)式中 I 0i =× xZ

JKx

，而無法定義出

、 軸的方向，此時，我們改採將局部座標下的 軸對總體座標下的JKy JKz X 軸

取外積，所得到的方向定義為局部座標下的 軸，再將 軸對 軸取外積即

為局部座標下的 軸。其運算的過程為： 

JKy JKx JKy
JKz

yxz

y

Xx

iii
y
yi

Iiy

×=

=

×=

                            (2.75) 

由以上的定義可以得到空間中任一桿件 的一組局部座標系統 ( ，

而桿件另一組座標系統 ( 也可以同樣方法運算而得。此外，由於我們所要

求解的力、變位在空間中有六個自由度，包括三個軸向的位移、內力和三個軸向

的轉角、內力矩，因此我們由局部座標和總體座標的幾何關係，建立出桿件 的

轉換矩陣(Transform Matrix)[25]為： 

JK JKzyx ),,

JK

KJzyx ),,
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1

000
000
000

000
000
000 −



























=

zZzYzX

yZyYyX

xZxXxX

zZzYzX

yZyYyX

xZxYxX

JK

γγγ
γγγ
γγγ

γγγ
γγγ
γγγ

T               (2.76) 

其中， iJiJ θγ cos= ( zyxi  ,,= ZYXJ ,,= )，θ代表局部座標軸 i和總體座標軸 的

夾角。

J

iJγ 可利用向量的內積來計算求得： 

Ji

Ji
iJiJ Ii

Ii ⋅
== θγ cos                         (2.77) 
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第三章 彈性波在剛架節點之散射分析 

本章將進一步探討幾種彈性波在節點的散射情形。首先，先根據第二章所推

導之各種彈性波的波幅與力、變位之間的關係式來表示局部座標下的力與變位，

之後再利用轉換矩陣將內力轉到整體座標後與外力、慣性力平衡，將桿件變位轉

到整體座標後，同一節點的各桿變位相等。如此即可建立節點之力平衡與位移諧

合方程式，再藉由此力平衡與位移諧合方程式以建立不同邊界條件下節點的散射

矩陣和波源行向量。 

3.1 節點的力平衡 

在上一章討論到桿件內三種應力波的傳播，各桿件的位移及內應力均為局部

座標下的分量，欲以這些物理量來建立平衡方程式和諧和方程式，則必須將這些

局部座標下的分量，利用轉換矩陣，轉換成總體座標下的分量。首先，假設節點

在總體座標下受到外力為 f ，節點之變位為U ，其定義為： 

J

)(tJ )(tJ
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J
X
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若有 根桿件連於此一節點 上，其中任意一根桿件 在局部座標的內力、位

移向量分別為F 、u ，則： 

Jm J

(JK

JK

),( tx JKJK ), tx JK


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



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



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JKJK

JKJK
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φ
ψ
θ
ω
υ

對於節點 而言，連接於節點 的所有桿件在 點( )的內力和必須等

於作用於節點 的外力，此即為節點 的動態力平衡方程式，可以寫為： 

J

J

J

J

J 0=JKx

 21



)()()(),0(
1

tttt J
m

K

JJJJJKJK
J

UΦUKfFT &&∑
=

=−+            (3.1) 

其中，Φ 為節點 的質量及轉動慣量分配矩陣： J J









=

×

×
J

J
J

I0
0µ

Φ
33

33                            

其中，µ 為節點 的質量矩陣，為一J J 33× 對角矩陣。I 為節點 的轉動慣量矩陣，

為一二階對稱張量，具有六個獨立分量。即： 

J J

















=
J

J

J

J

µ
µ

µ

00
00
00

µ          I             
















=

zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx
J

III
III
III

Jµ 為節點 的質量。K 為節點 所連接的彈簧支承(Spring Support)之勁度分配矩

陣： 

J J J
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




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K                    

其中， k 到 k 為對應 點各個自由度的彈簧勁度。當彈簧勁度趨近於無窮大時，

代表 點在此一自由度方向有一剛性支承(Rigid Support)。例如， 點若為鉸接支

承(Hinge Support)，則 。若節點不具有彈簧支承時，K 為

一零矩陣。一般實際結構物，其支承處大多不是完全剛性，而是具有柔度(Flexibility)

的。例如，橋樑版在置於兩端支呈處，其接觸的地方都會有橡膠墊以作為局部的

緩衝，若我們將其視為完全剛性支承來分析，則其真實的動態反應會比分析的結

果來得大，若視其為彈簧支承來計算則較接近於真實的情況。 

J
u

J
φ J

Jkθ

J J

∞→∞→∞→ JJ kk φψ ,, J

在一般土木結構中，節點之重量與轉動慣量遠較桿件的為小，而節點的線性

和轉動加速度均不大，只有在太空結構中，節點之重量遠較桿件為大，故此慣性

項不能隨意略去。對於空構架或樓板質量相對很小時，可忽略節點的質量及轉動

慣量，則(3.1)式的慣性項可略去而改寫為： 
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∑
=

×=−+
Jm

K

JJJJKJK ttt
1

16)()(),0( 0UKfFT              (3.2) 

上式取傅立業轉換後為： 

∑
=

×=−+
Jm

K

JJJJKJK

1
16)(ˆ)(ˆ),0(ˆ 0UKfFT ωωω             (3.3) 

由(2.8)、(2.21)、(2.51)、(2.52)、(2.59)、(2.60)式可求得桿件內力與入射波、

出射波波幅的關係為： 

)(),()(),(),(ˆ ωωωωω JKJKJK
f

JKJKJK
f

JK xxx dDaAF +=        (3.4) 

其中， 
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fD JK矩陣 、 各稱為桿件 的入射波內力波相矩陣和出射波內力波相矩陣

(Phase Matrix)，其觀念類似一動態的勁度矩陣。將(3.3)式代入(3.4)式可得： 

∑
=

×=−++
Jm

K

JJJJKJK
f

JKJK
f

JK

1
16)(ˆ)(ˆ)](),0()(),0([ 0UKfdDaAT ωωωωωω    (3.5) 

(3.5)式包含六條平衡方程式，其中之未知數包括入射波波幅 個及出射波波幅

個，和節點 在總體座標下的位移和轉角 個，總數共12 個。而對於所

有交會於節點 之桿件，我們可將各桿件的入射波波幅向量a 與出射波波幅

向量d ( )組合成節點之入射波與出射波波幅向量，即令： 

Jm6

+Jm

(JK

Jm6 J

1=

6 6

)ωJ

K)(ωJK Jm,2, L
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上式中，每一根桿件的入射波波幅向量a 和出射波波幅向量d 都具有六個量： JK JK
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則(3.5)式整理後可得節點力平衡之矩陣方程式為： 

1611
ˆˆ

×=−++ 0UKfdDaA JJJJJJJ                (3.6) 

其中， 、D 為6 之矩陣： J
1A J
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3.2 節點的位移諧合 

桿件端點的位移量與角位移量，應和其連接的節點之運動量相同。因為我們

將節點視為一質點，節點上所有點的位移，均可視為節點質量中心的運動。因此

節點的變形量應和桿件端點的變形量相同，因此我們共可得到6 條位移諧合方

程式為： 

Jm

)(),0( tt JJKJK UuT =                   (3.7) JmK ,,2,1 L=

上式取傅立業轉換後可得： 

)(ˆ),0(ˆ ωω JJKJK UuT =                     (3.8) 

由(2.5)、(2.19)、(2.50)、(2.53)、(2.55)、(2.16)式可求得桿件變形量與入射波、出

射波波幅的關係為： 

)(),()(),(),(ˆ ωωωωω JKJKJK
u

JKJKJK
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JK xxx dDaAu +=        (3.9) 
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其中， 
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矩陣 、 各稱為桿件 的入射波位移波相矩陣和出射波位移波相矩陣

(Phase Matrix)。將(3.9)式代入(3.8)式整理後，可得到節點位移諧合之矩陣方程式為： 
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其中， 、D 為6 之矩陣： J
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J
2U 為6 之矩陣： 6×Jm
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其中 I為6 之單位矩陣。 6×
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3.3 彈性波在剛性自由節點之散射 

在應力波的傳播過程中，節點的穩態波來源有二。其一為會加於節點之外力

作用後，於各桿件所產生的穩態波波源。其二為某一桿件之應力波到達節點後，

由反射及折射而傳至其它桿件之穩態波。由此我們可推得一節點 的入射波和出射

波有以下之關係： 

J

JJJJ saSd +=                       (3.11) 

其中， s 為節點 的波源行矩陣，表示由作用於 點的外力所引發的穩態波

波幅。S 為節點 的散射矩陣，表示由其它節點的應力波到達 點後，經過一散

射的過程，而將穩態波的能量大小重新分配於接於節點 的所有桿件上。而此一波

源行矩陣與散射矩陣我們正可由節點的力平衡和位移諧合的邊界條件求得。首

先，我們先推導剛性自由節點(Rigid Joint)的波源行矩陣與散射矩陣，將(3.6)式與

(3.10)式聯立： 
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上式共包含 6 條平衡方程式和 條諧合方程式，然而，未知數的總數為

(包括入射波波幅 、出射波波幅d 和節點之位移轉角向量)，因此，仍

需要額外提供6 條方程式方能求解。首先，假設節點的穩態波只有由外力所引

發的部分。即令a 代入(3.12)式後，以矩陣的形式整理後可表示為： 
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故由求解(3.11)式和(3.13)式可得剛性自由節點 之波源行矩陣為： J
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若我們假設節點之穩態波來源只由其它節點的出射波到達 點所產生，而無

節點外力源的影響。即令 f 代入(3.12)式後，以矩陣的形式整理後可表示為： 
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故由求解(3.11)式和(3.15)式可得剛性自由節點 之散射矩陣為： J
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3.4 彈性波在鉸接節點之散射 

當應力波通過鉸接節點(Hinge Joint)時，由於其邊界條件和自由節點不同，故

節點的散射情形也不同。吾人可藉由改變(3.12)式中的力平衡方程式和位移諧合來

求解，然而此一分析過程使得矩陣的排置較為複雜，而不利於計算機程式的運算。

一種較為簡易的方法為類似矩陣勁度法中的桿件釋放(Member Release)的方法

[25]，利用節點力的釋放過程，來改變勁度矩陣。 

以下我們將藉由類似的過程，來改變節點的內力波相矩陣。首先，由(2.8)、

(2.21)、(2.51)、(2.52)、(2.59)、(2.60)式可求得節點 ( 0 )的內力和內力矩為： J =JKx
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由於節點 為絞接節點，故其不傳遞彎矩和扭矩，故我們可直接令(3.17)式中： J
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故可得： 
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將(3.18)代入(3.17)式整理後可得： 
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上式可以矩陣的形式表示為： 
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其中，A JK
f

~
、D JK

f
~
既為我們所要求的絞接節點之入射波內力波相矩陣和出射波內力

波相矩陣： 































−

−

=

000000
000000
000000

)(00000

00)(000

00000

~
5

5

6
66

3
3

4
44

1

αακ

αακ

k
k

AGki

k
k

AGki

EAik

JK
fA        































+−−

+−−

−

=

000000
000000
000000

)(20000

00)(200

00000

~
5

5

6
6655

3
3

4
4433

1

αακακ

αακακ

k
k

AGkiAGki

k
k

AGkiAGki

EAik

JK
fD

 

將(3.19)代入(3.3)式可得到鉸接節點的力平衡方程式如同(3.6)式的形式： 

1611
ˆˆ~~

×=−++ 0UKfdDaA JJJJJJJ                (3.20) 

其中， J
1

~A 、 J
1

~D 為6 之矩陣： Jm6×
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而由於接於鉸接節點的各桿，在此節點上的角位移並不相等，因此(3.10)式的

條諧合方程式僅剩3 條，故(3.10)式須改寫為： 
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其中， J
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uD 為絞接節點之入射波位移波相矩陣和出射波位移波相矩陣： 
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將(3.20)式和(3.21)式聯立後可得： 
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如同前面 3.3節的求解過程，首先假設a 代入上式整理後可得： 0=J
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上式中， 
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的維度為 ，故其逆矩陣不存在。因此，

我們採用 Pseudo-inverse或 Singular-Value-Decomposition(SDV)[26]的方法，可求得
鉸接節點之波源行矩陣為： 
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同理，假設 f ，則可求得鉸接節點之散射矩陣為： 0ˆ =J

[ ] 
















−
−























−
−










−
−

−=

−

×× J

JT

JJ

JJ

JJ

JJT

JJ

JJ

mmm
J

JJJ

2

1

22

1

1

22

1

22

1
6666 ~

~
~~

~
~~

~
~~

~

A
A

UD
KD

UD
KD

UD
KD

0IS  (3.25) 

3.5 彈性波在球型支承點之散射 
3.1節中談到，當彈簧支承勁度分配矩陣 中，若彈簧的勁度趨近於無窮大，

則對應此一自由度方向的束制為一剛性支承。由此一結論，我們可得到，欲求剛

性支承點之散射情形，我們可以在對應自由度的K 矩陣上，給予一個很大的值，

即可求得近似於剛性支承的狀態。另外一個方法，則是直接改變節點的邊界條件(改

變力平衡及位移諧合方程式)來求解，如此可求得精確解(Exact Solution)而非如前述

方法的近似解。以下介紹此一方法。 

JK

J

若一節點 置於球型支承(Ball Support)，則不允許節點移動，但允許節點轉

動。節點的外力不再是已知數，但節點之位移則為零，因此我們必須改變力平衡

及位移諧合方程式為： 
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其中， 
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之後，如同前面 3.3節的求解過程，首先假設a 代入(3.26)式整理後可得： 0=J
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上式中， 
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的維度為 ( ，故其逆矩陣不存在。因

此，如同前面 3.4節中，我們採用 Pseudo-inverse的方法，可求得球型支承點之波
源行矩陣為： 
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同理，假設 f ，則可求得鉸接節點之散射矩陣為： 0ˆ =J
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3.6 彈性波在固定支承點之散射 

若節點置於固定支承(Fixed Support)，則不允許節點移動，且不允許節點轉

動。節點的外力與外力矩不再是已知數，故無法使用(3.6)式。但節點之位移及角位

移則為零，故雖然少掉了六條方程式，但亦少了六個未知數。故(3.12)式的聯立方

程式僅剩下位移諧合方程式為： 
0dDaA =+ JJJJ

22                      (3.30) 

如同前面 3.3節的求解過程，首先假設a 代入上式可求得固定支承點的波源行

矩陣為： 

0=J

16 ×
== Jm

JJ 0ds                       (3.31) 

(3.31)式的結果是合理的，因為作用於固定支承的載重，無論載重的形式為何，都

無法在結構上產生任何的波動，故波源行矩陣為零矩陣。而由(3.30)式我們可以直

接求得入射波波幅與出射波波幅的關係為： 
JJJJ aADd 2

1
2 )( −−=                     (3.32) 

將(3.31)、(3.32)式代入(3.11)式，於是我們可以得到固定支承點的散射矩陣為： 
JJJ
2

1
2 )( ADS −−=                       (3.33) 

以上推導出自由節點(包括剛接節點、鉸接節點)、支承節點(包括彈簧支承、

球型支承和固定支承)的波源行矩陣和散射矩陣。之後，我們可將所有節點的波源

行矩陣 和散射矩陣S 組合成結構總體之波源行矩陣 和散射矩陣 。再將所有

節點之入射波波幅向量a 和出射波波幅向量d 組合成結構之入射波波幅向量a和

出射波波幅向量d，於是可得到以下之關係： 

Js J s S
J J



























+





















































=



























n

J

n

J

n

J

n

J

s

s

s
s

d

d

d
d

S000
0

S00
00

S0
000S

a

a

a
a

M

M

M

M

LL

OOOOM

MOO

OOOM

MOOO

LL

M

M

2

1

2

1

2

1

2

1

         (3.34) 

由(2.72)式可知上式各矩陣向量的維度，故(3.34)可更簡潔地表為： 
1121121212112 ×××× += mmmmm sdSa                  (3.35) 
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第四章 空間構架之彈性波射迴傳分析 

本章中，我們將藉由矩陣排列整理的方式來表達結構中各桿件如何相接的幾

何關係。然後結合前一章所推導的節點散射結果，我們可以求得整體結構在每一

次傳波後，各節點波幅大小，再將每一次傳波的結果疊加，即可得到我們所要的

結果。 

4.1 傳播矩陣 

上一章最後提到結構總體的入射波波幅向量 a和出射波波幅向量d各含有

個未知數，總共有 個未知數，然而(3.35)式卻只提供了12 條方程式，這

是因為我們在同一根桿件 中引進了兩個局部座標系統 和

，故仍需從此兩個座標的幾何關係來尋求額外的12 條方程式來求

解。由觀察可發現，實際上每根桿件的入射波波幅向量 和出射波波幅向量 ，

兩者有一相位差的關係。當一個出射波由桿件 的 點產生後，沿著此一桿件朝

向

m12

,( KJx

m24 m

( JKx

m

JK ), JKzy

KJd

,JK

), KJKJ zy
JKa

JK J

K點傳播，由K點這一端來看，此波則為一入射波。因此，在同一桿件中，由

一端來看為入射波者，和由另一端所看到的出射波，應有一對應的關係。考慮桿

件 中，由 點這一端來看，有一軸向的入射波，則如 2.1 節所述，此波所引發

的軸向位移沿著桿件 的變化可寫為： 

JK J

JK
JKxikJKJKJK eaxu 1)(),(ˆ 1 ωω =                    (4.1) 

由桿件 的KJ K點這一端來看，則應有一軸向的出射波，此波所引發的軸向位

移沿著桿件 的變化可寫為： KJ
KJxikKJKJKJ edxu 1)(),(ˆ 1

−= ωω                   (4.2) 

由 2.4 節所定義的局部座標系統，我們可知桿件 在 點的軸向位移，由 點的

座標系統來看和由

JK J J

K點的座標系統來看是不一樣的，兩者有以下的關係： 
),(ˆ),(ˆ ωω KJKJJKJK xuxu −=                   (4.3) 

將(4.1)、(4.2)式代入(4.3)式中，  
KJJK xikKJxikJK edea 11

11
−−=                          

又已知 ，代入上式則我們可得到a 和d 的關係為： JKKJ xlx −= JK
1

KJ
1

likKJJK eda 1
11

−−=                        (4.4) 
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利用同樣的方法，我們亦可求得a 與d 、a 與d 、a 與d 的關係為： JK
2

KJ
2

JK
3

JK
3

JK
4

JK
4

likKJJK eda 2
22

−−=                        (4.5) 

likKJJK eda 3
33

−−=                        (4.6) 

likKJJK eda 4
44

−−=                        (4.7) 

而由於桿件 兩個局部座標系統下的 軸方向相同，故 點在 軸的橫向位移和

轉角，由 點的座標系統來看和由

JK z J z

J K點的座標系統來看，有以下之關係： 
),(ˆ),(ˆ ωω KJKJJKJK xwxw =                   (4.8) 

),(ˆ),(ˆ ωφωφ KJKJJKJK xx =                   (4.9) 

故同理，我們亦可求得a 與d 、a 與d 的關係為： JK
5

JK
5

JK
6

JK
6

likKJJK eda 5
55

−=                       (4.10) 

likKJJK eda 6
66

−=                       (4.11) 

於是，我們可將(4.4)、(4.5)、(4.6)、(4.7)、(4.10)、(4.11)聯立後以矩陣的形式表為： 
                        a                  (4.12) )(),()( ωωω KJJKJK l dP=

其中， 
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),( ωP     (4.13) 

(4.13)式表示在同一根桿件上，由一端來看為入射波者，和由另一端來看為出射波

者之關係。為了能將整個結構中的情形表示出來，我們先定義一新的桿件出射波

波幅向量d J~
： 





















=

Jm

J

J

J

J

d

d
d

d
M

2

1

~                        (4.14) 

而新的結構出射波波幅向量d~為： 
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利用(4.12)式，將每一根桿件的入射波波幅與出射波波幅的關係排列如下： 
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或更簡潔地， 

)(~),()( ωωω dPa l=                     (4.17) 

(4.17)式的物理意義代表結構中每一根桿件的應力波由一端傳播到另一端的過程，

),( ωlP 既代表此一傳播過程的運算因子。故我們稱 ),( ωlP 為結構整體之傳播矩陣

(Propagation Matrix)，其為一12 mm 12× 的對角線矩陣。 

4.2 轉列矩陣 

在(4.17)式中，我們引入了新的總體出射波波幅向量d~，其中所有的元素均為

各桿件出射波波幅，故並未增加新的變數，而只是改變排列方式而已。為了由(3.35)

式求出出射波波幅向量d和入射波波幅向量a，我們必須找出d和a的另一個關係

式。而我們只需找出d~和d的關係，再由(4.17)式即可得到 和 的另一個關係式。

然而，d

d a
~
和 的組成元素均為出射波波幅，只是在行矩陣中之位置不同，故我們可

運用轉列矩陣U (Permutation Matrix)，來表示

d

d~和 的關係為： d

)()(~ ωω Udd =                       (4.18) 

其中，U為12 的矩陣，其可視為將d中 和 位置互掉的一個矩陣。U

中的每一列及每一行均只有一個位置的元素值為 1，而其它位置的元素值均等於

0。轉列矩陣的型式與節點編號的順序即組成d向量之d 的排列順序有關。例如：

與d 分別為d向量之第 i列與第

mm 12× JK
id KJ

id

J

25d 52 p列元素，則位於轉列矩陣中之第 列、第i p行

之元素U 與位於轉列矩陣中之第ip p列、第 i行之元素 等於 1，而位於第 i列、

第

piU

p列與第 i行、第 p行之其它位置的元素值均為 0。上述之說明可以表示如下： 
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4.3 結構之迴傳

將(4.18)式代入

緊接著，我們將(4.2

上式共有12 條方程m

我們可定義： 

其中 )(ωR 即稱為結

得： 

當我們求得結構

進一步求解結構的位

在頻率域下的內力、

其中，A 、D 為將

由(3.9)式可求得結構
f f

而由(2.9)、(2.22)、

其中，ε 代表),(ˆ ωJKx
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(4.17)式，於是我們可
)(ω Pa =

0)式代入(3.35)式可得
d =

式，且僅有12 個未知m
([)(ω SId −=

R )(ω =

構之迴傳矩陣(Reverbe

[)(ω Id −=

整體的出射波波幅向

移、內力、應變等反應

內力矩為： 

),(ˆ ω AxF =

各桿的內力波向矩陣

桿件在頻率域下的位

),(ˆ ω uaAxu =

(2.54)、(2.62)式，我們

(),(ˆ ω εAε JKJKJKJK xx =

桿件 應變行矩陣：JK
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以得到d和a的另一
)(),( ωω Udl        
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數，故可直接求得

)(]),() 1 ωωω sUP −l   

UPS ),()( ωω l       

ration Matrix)，將(4

)()]( 1 ωω sR −       

量 )(ωa 和入射波波

。利用(3.4)式，我

)()( ωω dDa ff +     

排列而組成的整體內

移、角位移為： 

)()( ωω JK
u

JK dD+   

可以求得桿件 的JK

,()(), ωωω εDa JKJK x+
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          (4.19) 

個關係式為： 
             (4.20) 

                   

出射波波幅向量為： 
             (4.21) 

             (4.22) 

.22)式代入(4.21)式可

             (4.23) 

幅向量 )(ωd 後，即可

們可以求得結構桿件

             (4.24) 

力波向矩陣。同理，

             (4.25) 

應變為： 

)() ωd         (4.26) 
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),(ˆ ωε JK
xu x

(ε̂ xw x

),( ωε
JKJK xD

表示桿件 上由軸向力所產生的軸向應變反應， 表示由扭

矩所引發的扭剪應變反應， 表示由 方向彎矩所產生的軸向應變反

應， 表示由 方向彎矩所產生的軸向應變反應。而 、

則分別表示桿件 的入射波應變波相矩陣和出射波應變波相矩陣： 
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然後將各桿的應變行矩陣組合成結構整體之應變行矩陣，則可得到結構整體在頻

率域下的應變反應為： 
)()(),(ˆ ωωω εε dDaAxε +=                  (4.28) 

其中，A 、D 為將各桿的內力波向矩陣排列而組成的整體內力波向矩陣。而吾人

所欲求的是結構的歷時反應，故必須使用逆傅立業轉換將(4.24)、(4.25)、(4.28)式

的頻率域反應(穩態解)轉為在時間域的反應(瞬態解)： 

ε ε

ωωω
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1),( dDaAxFxF      (4.29) 

ωωω
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1),( dDaAxuxu      (4.30) 

ωωω
π

ωω
π εε ddt ∫∫

∞
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∞
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+== )]()([

2
1),(ˆ

2
1),( dDaAxεxε       (4.31) 

(4.29)~(4.31)式即為我們最後所要求的局部座標下內力、位移、應變歷時反應。而

我們可利用(2.76)式的轉換矩陣將局部座標下的結構反應轉為總體座標下的結構反

應。 
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4.4 入射波與反射波之因果關係 

(4.23)式理論上可以求得出射波波幅 )(ωd ，然後利用(3.35)式或(4.20)式求出入

射波波幅 )(ωa

)(

，之後代入(3.4)、(3.9)式，即可求得頻率域下結構桿件的內力、位

移等反應，最後再利用逆傅立業轉換即可求得歷時反應。然而，在某些特定頻率

時， ωRI − 為奇異的(Singular)，使得[ 並不存在，因此會使得最後逆

傅立業轉換的積分過程，在實軸上出現大量的極點(Pole)。欲解決此積分，必須使

用留數定理(Residue Theorem)，此方法需要大量而精確的極點，而使得實際計算上

變得十分困難。為了避開奇異性的問題，我們可利用諾曼級數展開(Newmann Series 

Expansion)的方法，將[ 展開為： 

1)]−ω(− RI

1)]( −− ωRI

[ ] [ ] N
N QRRRIRI +++++=− − )()()()( 21 ωωωω L        (4.32) 

其中，Q 為餘項： N

[ ] )()( 11 ωω +−−= N
N RRIQ                   (4.33) 

將(4.32)代入(4.23)式，且忽略餘項Q 不計，則(4.23)式可改寫為： N

)()]()()([)( 2 ωωωωω sRRRId N++++= L           (4.34) 

(4.34)式中，迴傳矩陣每運算一次即代表應力波在結構桿件中傳播一次(節點

的散射一次)，故 即代表應力波已傳播 次。最後，正如(4.34)式，將所有項

數疊加的結果既為傳播 次後的出射波波幅，我們可以用d 來表示。同理，d

表示傳播一次後的出射波波幅， 表示傳播兩次後的出射波波幅...。而d 則為

應力波未傳播時，節點的出射波波幅，我們可直觀地想像，此一波幅就是波源。

將上述的結果以數學式表示為： 
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2)2(

)1(

)0(

NN ++++=

++=

+=

=

L

M

M
                (4.35) 

若我們將(4.34)式直接代入(4.20)式的入射波與反射波座標關係式，我們可以求得傳

播 次後的入射波波幅a 為： N )( N

sRRRIPUPUda ][ 2)()( NNN ++++== L           (4.36) 
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(4.36)的推導看似十分合理，但是如果我們將(4.34)式代回(3.35)式的入射波與反射

波迴傳關係式，我們發現： 

sIRRRISsdSa )()( 211)( −+++=−= −− N
N

N L

sRRIPU

(SPU)(SPU)PUPU(SPU)PU

SPUSPUSPUSPUSPUS
)sRR(RS
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)(())(()[(
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1

21

1
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−
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+++=
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N
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44 344 21
LL

4441
L

L

項共

共

              

   
s

sSPU

]

])()
N

4444 34 2
L

項

)1( −= NPUd                                          

於是我們得到應力波傳播 次後的入射波幅a ： N )( N

)1()( −= NN PUda                       (4.37) 

很顯然地，(4.36)式與(4.37)式似乎產生了矛盾，我們在這裡先將(4.36)式的入

射波近似解稱為解a ；(4.37)式的入射波近似解稱為解a 。解a 、a 的不同似乎

隱含(4.20)式與(3.35)式其中之一的推導有誤。然而，我們若是仔細檢驗(4.20)式與

(3.35)式的數學關係與物理上的含意，兩者並無互相違背。 

A B A B

(4.20)式是以座標幾何關係找出入射波與出射波之間的關係，當我們求的是解

析解時，入射波與出射波在此式下不會有任何先後次序的關係，此時，解a 、a

完全相同。因為此時

A B

)(ωa 和 )(ωd 代表時諧波(Harmonic Wave)的傳播，傳播時間由

正無窮大到負無窮大，兩者間並不會有相位的差異。然而若將入射波 )(ωd 以級數

近似展開為 d 後，入射波與出射波就會隱含一先後次序關係 (Condition of 

Causality)，此時我們就必需檢驗以d 代入(4.20)求a 的正確性。 

)( N

)( N )( N

然而(3.35)式代表入射波與出射波在節點上的散射關係，兩者同時發生，並無

先後次序的關係，因此對於入射波展開近似解而言，使用(3.35)所求得的解a ，會

有相較於a 而言較精確的近似解果。為了檢驗上述之關係的正確性，吾人實際計

算了圖 4.1 的二維剛架結構。若考慮節點 1 的垂直向位移，理論上必須為零(節點

鉸接支呈)。然而分別使用解a 與解a ，取

B

A

A B 30=N

B

(迴傳 30 次)來求節點 1 的垂直

向位移隨時間的變化(如圖 4.2)，發現解 所求出的值並不為零，而相較而言解a

所求得的值很接近零，此說明了解 較解 來得精確。然而在一般情況下，迴傳

多次後，兩者差異的比例上並不大。如圖 4.3，若考慮節點 6的垂直向位移隨時間

Aa B

Aa a
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的變化，發現解a 與解a 的結果幾乎重疊，沒有明顯差異。 A B
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第五章 迴傳波射法之離散過程與數值方法 

由於分析的過程中須使用逆傅立業轉換，將頻率域之結構反應轉換為時域反

應，然而在數位化電腦的運算環境中，連續的頻率函數或連續的時間函數須經過

離散化的過程才能利用電腦進行計算。首先，吾人將時間以 t∆ 等間隔取樣(離散化)

後，假設共取樣M 筆資料，則總觀測時間為T tM∆= ，最大頻寬Ω可計算如下：  

t∆
=Ω

π2                              (5.1) 

頻域間隔 ω∆ 則為： 

tM∆
=∆

πω 2                             (5.2) 

根據上述的說明，吾人可知快速逆傅立業變換之頻率範圍為 )
2

,
2

( ΩΩ
− ，故連續逆

傅立業轉換之近似值可計算如下[27]： 

∑∫
+−=

∆∞

∞−
∆≈=

2

1
2

)(
2 ][ˆ

2
1)(ˆ

2
1)(

M

Mk

kitti ekgdegtg ω
π

ωω
π

ωω              (5.3) 

其中， 
)(ˆ][ˆ 2 ω∆= kgkg   1,,2,1,0 −= Mk L                        

此外，吾人可藉由改變∆ 及t M 決定分析時所希望的頻寬範圍及頻域解析度等。由

(5.1)式可知，當取樣週期∆ 較小時，頻寬的範圍越大，因此可得較高頻的反應。

然而，由(5.2)式可知，當 較小時，則頻率間隔

t

t∆ ω∆ 變大(頻域解析度會變差)，有

可能遺漏部分動力反應的結果，進而使得逆傅立業轉換的結果不夠精確。若取樣

數M 較大，則由(5.2)式可知，頻域間隔 ω∆ 越小，頻域解析度會提昇，可使得(5.3)

式之快速逆傅立業轉換的結果值較為精確，惟需花費較多的計算時間。 

縱上所述，欲得到較精確的計算結果，則吾人必須提高取樣數目M ，惟需耗

費較長的計算時間；欲增加頻寬範圍，則吾人必須選擇較小的取樣週期 ，惟頻

域解析度將變差。因此，二者之間必須有所取捨。一般而言，土木結構的振動能

量主要集中於低頻，高頻能量所佔的比例不大。因此吾人選擇較小的頻寬範圍進

行分析即可，在不影響振動反應的主要趨勢下，提高精確度，降低取樣數目

t∆

M ，

以節省計算的時間。 

此外，總觀測時間(Time Window)並非吾人真正可以觀測的總歷時，(4.34)與
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(4.37)式所計算之穩態波波幅為波迴傳有限次數( 次)後疊加的結果，故真正可以

觀測的反應僅限於迴傳 次內的時間，於此一可觀測時間之後的反應則不準確，

吾人將不予採信。例如，假設軸向波(波速最快)在結構中迴傳一次最短的時間為

，則實際可觀測的時間T 為： 

N

N

at r

ar NtT =                              (5.4) 

故當 取愈大時，則我們有更長的可觀測的時間T 。然而，這不但會增加(4.34)、

(4.37)式的運算時間，並且會使得反應頻譜的主要反應更集中於

N r

0=ω 附近，於是，

使得我們必須取更大的精度( ω∆ 取更小)，才能計算出正確的反應歷時。 
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第六章 試驗環境之建構與衝擊載重試驗結果 

6.1 三維鋁模型剛架 

為進行三維剛架結構之靜力與動力波傳試驗，本研究中設計一棟二層樓之鋁

方管立體模型剛架。該剛架係由八根橫梁與八根柱子所構成，試驗時模型將固定

於型鋼製之基礎上，如照片 6.1 所示。鋁模型剛架之尺寸詳圖 6.1，其平面尺寸為

50cm 80cm，樓層高度為 90 ，總樓高為 180 ，模型重約為 6.09× cm cm kg。四
根柱腳分別焊在鋁板上(長、寬與厚度為13 cmcm 113cm×× )，俾便將鋁模型剛架

固定於基礎上。梁、柱構件均使用相同斷面之鋁方管，其斷面尺寸為

(長×寬×厚度)。鋁之材料性質與梁、柱之斷面性質如表 6.1

所示。梁、柱接頭採氬焊方式接合，以模擬剛接的情況。 

cm2.0.2.2 cm5 ×cm5 ×

6.2 加載機構 

為便於水平向靜力或驟加衝擊力之加載(照片 6.2(a))，遂於二樓一隅之梁、柱

接頭處加裝掛鉤，如照片 6.2(b)所示，同時設計一滑輪支承柱(照片 6.2(a))，使得

施力於掛鉤上之釣魚線可跨置於滑輪(照片 6.2(c))上。照片 6.2(d)為吾人模擬施加

靜力於鋁模型構架的情形。將釣魚線一端固定於結構之掛鉤上，然後攀跨過滑輪，

另一端則懸吊質塊(照片 6.2(e))以模擬施加於結構之水平力。質塊每塊重約 8kg，

可依據試驗所需之水平力將數塊質塊層疊後一起懸吊。當進行驟加衝擊力試驗

時，可利用噴燈或打火機(照片 6.3)將釣魚線燒斷(約需30 66 1050~10 −− ×× 秒)，

以模擬階梯荷載(step loading)。驟加衝擊力之研製經歷數次嘗試後，吾人發現：採

用釣魚線(尼龍材質，拉力強度可達 91kg)懸吊質塊再利用噴燈將釣魚線燒斷是最理

想的設計方式，由於釣魚線的線徑僅約 1.2mm，加上噴燈的火源是由瓦斯瓶加壓

噴出的瓦斯點火燃燒所產生，其火焰較先前以打火機點火的方式猛烈，因此釣魚

線可迅速被燒斷，可模擬理想之階梯荷載。此外，持續增加質塊的重量提高釣魚

線的拉力亦可加速釣魚線燒斷的時間，惟釣魚線有可能在試驗人員加載的過程中

瞬間斷裂，因此進行加載時人員應配戴安全帽、護目鏡、手套等安全防護設備，

且人員應避免站立於釣魚線燒斷時可能彈射的方向。 

6.3 三維鋁模型構架之迴傳波射動力分析 
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吾人根據表 6.1 之材料及斷面性質，利用第五章所述之迴傳波射法分析二層

樓鋁構架試驗模型受到驟加衝擊力作用之波動反應。吾人將懸吊質塊之釣魚線固

定於節點 9(圖 2.7)，隨後將釣魚線燒斷，此時鋁構架模型所受到的外力可表示如下： 
)](1[)( thWtf −=                      (6.1) 

其中，W表示釣魚線懸吊的質塊總重，本試驗之質塊總重為 48kg， 為單位階

梯函數(Unit Step Function)。然而，在計算分析上無法直接求得(6.1)式的傅立業轉

換，故吾人可先行計算鋁構架受到

)(th

)()( thtf = 作用時之反應，最後以靜力的結果扣

除此一反應即可求得(6.1)式之外力所產生的波動反應。若直接利用傅立業轉換，吾

人可得頻率域之外力函數為： 

ω
ω ωω

i
dtethdtetff titi 1)()()(ˆ ∫∫

∞

∞−

−∞

∞−

− ===            (6.2) 

根據表 6.1之材料參數吾人可求得軸向波在鋁架中傳播的波速為： 

sec8.5091
2700

1070 9

1
mEc =

×
==

ρ
                  

假設 l 代表一個正規化長度(Normalize Length)，吾人將軸向波行經一個正

規化長度的時間定義為一個正規化時間(Normalize Time) t ，則： 

m1.00 =

0

sec10964.1
8.5091

1.0 5

1

0
0

−×===
c
l

t                   

時間間隔設定為 ，快速傅立業轉換之筆數為

，彈性波迴傳之次數

sec10964.11.0 6
0

−×==∆ tt

3032768215 ==M =N

0t

次。由於結構中最短的桿件長度為

，因此波迴傳一次最少需時5 ，故真實的觀測時間為： 05l
sec0029.01505 00 === tNtTr                     

外力函數可利用(6.2)式計算，惟僅需計算至觀測時間T 即可，計算結果如下所示： r

)1(1)]()([)(~)(ˆ rTititi e
i

dteTrththdtetff ωωω

ω
ω −∞

∞−

−∞

∞−

− −=−−== ∫∫     (6.3) 

6.4 三維鋁模型構架之衝擊載重試驗(空心斷面) 

吾人首先將釣魚線一端固定於節點 9(照片 6.2(b))之掛勾，然後攀跨過滑輪，

另一端則懸吊 6塊質塊(總重約 48kg)以模擬施加於結構之水平靜力。當進行驟加衝

擊力試驗時，將點燃之噴燈移至節點 9 附近，火焰對準釣魚線並迅速將其燒斷，

可產生一階梯荷載。此外，吾人於梁桿件 3-6(距節點 3 約 10cm 之左、右兩面)、

梁桿件 5-11(距節點 5約 30cm之前、後兩面)、梁桿件 8-11(距節點 11約 10cm之
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上、下兩面)及柱桿件 4-5(距節點 5 約 40cm 之前、後兩面)、柱桿件 8-9(距節點 8

約 20cm之前、後兩面)等 5處各黏貼一對電阻式應變計(共 10枚，方向與桿件之軸

向平行，如照片 6.4 所示)，俾便將衝擊力試驗之應變結果與迴傳波射分析所得之

應變結果進行比較。此外，吾人於節點 9 下方約 2.5cm 處額外黏貼一枚壓電式應

變計作為觸發訊號(trigger source，照片 6.2(b))，當釣魚線燒斷時，該應變計偵測到

一應變訊號且立即傳送至示波器之外部觸發通道(照片 6.6(a))，此時示波器便可同

步擷取應變資料。 

進行驟加衝擊力試驗所使用之儀器設備(照片 6.5)包括： 

(一)高頻示波器：LeCroy Digital Oscilloscope(LT322) 

如照片 6.6(a)所示，主要功能為顯示及擷取資料，共有 2個類比輸入通道(channel)

及一個外部輸入觸發通道，最大取樣率(sum sampling rate)為 200MHz，類比/

數位(A/D)轉換之解析度為 8-bit。此外，示波器尚具有觸發型式設定、取樣頻

率(週期)設定、電壓值範圍設定、量測工具選項、資料儲存及螢幕列印等功用。 

(二)應變計訊號調節放大器：Measurements Group(2100 System) 

如照片 6.7 所示，含一組 2110A 電源供應器(power supply)，可供應直流電源

0.5~12V；四組 2120訊號調節模組(conditioner module)，增益(gain)放大倍率介

於 1~2100，共有 8 個類比輸入通道(照片 6.7(b))，每個通道之最大取樣率為

5kHz。應變計訊號輸入線之接頭為軍用接頭(照片 6.8)，吾人根據使用手冊之

說明，將訊號線焊接於軍用接頭之特定接腳可分別得到 1/4電橋(應變計之電阻

值為120 、350 及Ω Ω Ω1000 時使用)、半橋及全橋(quarter、half and full-bridge)

的輸入型式，視感應器的種類、特性選擇適當的型式。 

(三)應變計：Measurements Group 

如照片 6.8所示，應變計長度(gage length)共有 8mm (EA-06-250BF-350，分類

號為 R-A44AD01，電阻值為 %15.00.350 ± (24oC)，應變計係數(gage factor)

為 (24%5.0015.2 ±

.2

125.

oC) ， 最 大 可 量 測 應 變 約 為 0.05) 、 3.2mm 

(CEA-06-125UW-120，分類號為 R-A58AD816，電阻值為120 (24%3.00. ±

%3.00. ±

oC)，

應變計係數為 (24%5.0070 ±

%5.0±

oC)，最大可量測應變約為 0.05)及 1.6mm 

(EA-13-060LZ-120，分類號為 R-A55AF501，電阻值為120 (24oC)，

應變計係數為2 (24oC)，最大可量測應變約為 0.03)等三種，其精
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確度差異不大，惟模型或試體之斷面尺寸較小時，採用長度較短之應變計黏貼

較為合適。應變計訊號線接至 2100 訊號調節放大器後之應變量與電壓值之關

係為 1000µ /V。 

本次試驗之取樣週期設定為 µ2.0=∆t sec(取樣頻率為 51 =∆= tf MHz，訊

號之最大截止頻率為 5.2)2(1 =∆=fc t MHz)，示波器之水平軸(時間)每一格

(division)設定為 0.0005sec，螢幕上共有 10格，故總取樣時間為 0.005sec。垂直軸

(電壓)每一格(division)設定為 0.05V，螢幕上共有 8 格，故電壓值之量測範圍為

V，相當於應變之量測範圍為2.0± µ200± 。由於波在鋁構架中傳遞的速度約為

5091.8m/sec，稍縱即逝，因此無法以人工(手動)的驅動方式擷取應變歷時記錄。當

質塊吊掛完成後(靜力狀態)，吾人可利用示波器之觸發功能設定，選擇單一模式

(single)，同時將觸發準位(trigger level)設定為 005.0− V(僅針對本試驗)，此時示波

器處於預備狀態；當釣魚線被燒斷瞬間，鋁構架模型將受到衝擊載重的作用，節

點 9附近之應變計會偵測到一大於 005.0− V之訊號，此時示波器便同步擷取螢幕

上 10格之應變歷時資料一次，並將應變訊號(電壓值)顯示在螢幕上。試驗完成後，

吾人可透過示波器後面之 RS232接附(照片 6.6(b))以傳輸線將示波器所擷取的資料

傳送至電腦儲存，以便吾人進行後續之訊號處理與分析。 

圖 6.2~圖 6.11為衝擊力試驗與理論分析應變值之比較，圖中所示之應變結果

已先行將原始資料 50,000Hz( 50cf Hz)以上之高頻雜訊過濾掉。由圖可知，在軸

向波與彎矩波所引起之應變方面，試驗結果與理論分析結果二者的趨勢極為相

符，大趨勢可充分掌握，惟理論分析的結果較為平滑，試驗的結果則有較多高頻

的波動反應。此外，由於試驗的環境與儀器設備難免會受到雜訊或是電磁波的干

擾，吾人於鋁構架模型未受力前所量測得之應變值約為 µ5~4 ，可視為雜訊干擾。

一般而言，彎矩波所引起之應變較軸向波所引起之應變大，本次試驗彎矩波所引

起之應變可達 µ150 (柱桿件 8-9)，噪訊比(signal to noise ratio)相對而言較大，因此

訊號的趨勢較為清晰。 

6.5 三維鋁模型構架之衝擊載重試驗(實心斷面) 

實心斷面之兩層樓鋁模型剛架係由八根橫梁與八根柱子所構成，與空心斷面

之鋁模型剛架相同，平面尺寸為 50cm ×80 ，惟樓層高度變更為 80cm，總樓
高為 160 。梁、柱構件均使用相同斷面之實心鋁方管，其斷面尺寸為

cm
cm
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cmcm 9.19.1 × (長×寬)。鋁之材料性質如表 6.2所示。 

吾人於柱桿件 7-8(距節點 7約 20cm之前、後兩面)、柱桿件 8-9(距節點 8約

20cm之前、後兩面)、柱桿件 4-5(距節點 4約 20cm之前、後兩面)及梁桿件 8-11(距

節點 8約 40cm之上、下兩面)等 4處各黏貼一對電阻式應變計(共 8枚，方向與桿

件之軸向平行)，俾便將衝擊力試驗之應變結果與迴傳波射動力分析所得之應變結

果進行比較。 

觸發訊號(trigger source)的產生吾人嘗試兩種方法，其一為製作一電路，電路

中串接一顆 1.5V之乾電池，當魚線燒斷時，原導通之電路瞬間變成短路，電壓由

1.5V驟降至 0V，如此可產生一觸發訊號源並傳送至示波器之外部觸發通道，此時

示波器便可同步擷取應變資料。由於電壓驟降的結果(相當於產生一巨大的磁場)，

使得應變計訊號於觸發瞬間有一突波產生(圖 6.12)，須使用昂貴的濾波器加以克

服。因此初步排除此一構想，而以方案二進行試驗。吾人於節點 9 下方約 2.5cm

處額外黏貼一枚壓電式應變計作為觸發訊號，當釣魚線燒斷時，該應變計偵測到

一應變訊號並立即傳送至示波器之外部觸發通道，此時示波器便可同步擷取應變

資料。吾人可於試驗前首先擷取觸發訊號，得知觸發訊號振動的方向及大小，如

圖 6.13 所示，以期能夠設定較佳之觸發準位，於釣魚線燒斷瞬間即開使擷取各應

變計的訊號，若觸發準位設定太大，則無法計錄到魚線真正燒斷時之應變訊號，

所擷取之訊號與理論分析的結果將有一時間差存在。本試驗之觸發準位電壓設定

為 0.05V，驟加衝擊力試驗所使用之儀器設備同 6.4節所述。 

圖 6.14~圖 6.17為衝擊力試驗與理論分析應變值之比較(由軸向波與彎矩波共

同引起)。由圖可知，試驗結果與理論分析結果二者的趨勢極為相符，尤其柱桿件

8-9 之試驗應變值與理論分析的結果於 50 個正規化時間內契合的程度相當良好，

顯示本試驗觸發訊號的產生及試驗架構的設置相當理想，試驗的結果可充分反應

出應力波動的特性，惟部份試驗結果於 100 個正規化時間之後與理論分析的結果

(柱 8-9、柱 7-8-Back、梁 8-11-Top)差異較為明顯，是否為應變計黏貼上的瑕疵或

是數值分析之迴傳次數( 次)所造成，可進一步更換應變計再另行試驗確認。

此外，由試驗的結果亦可發現，應變訊號抖動的情形已顯少發生，說明鋁構架模

型採用空心斷面或是實心斷面製作，其應力波動的特性將有所差異。 

30=N
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第七章 結論 

本計劃全程三年，規劃之研究項目包括靜力載重試驗及衝擊載重(階梯式驟加

外力)試驗等。本研究完成：應力波傳之理論分析程式(靜力與動力分析)、三維鋁

模型剛架之製作、波動量測儀器之採購、靜力試驗及衝擊載重試驗(含空心與實心

構材斷面)。根據理論分析與試驗的結果，吾人歸納以下結論: 

(1) 迴傳矩陣法(Reverberation Matrix Method, RMM)分析所得之結果與有限元素軟

體 SAP2000分析所得之結果相當一致；兩層樓三維鋁模型剛架之靜力試驗結果

顯示，試驗與理論分析結果契合的程度相當高，印證以迴傳矩陣法分析靜力結

構之精確性。 

(2) 利用釣魚線懸吊質塊，並以噴燈迅速將釣魚線燒斷之驟加衝擊力機構相當穩

定，每次試驗所產生之衝擊力約略相等，有助於重複進行相同的試驗。此外，

觸發訊號的設計可在衝擊力施加於結構的瞬間即開始擷取資料。 

(3) 空心斷面之兩層樓三維鋁模型構架之驟加衝擊載重試驗顯示，試驗結果與理論

分析結果二者的趨勢極為相符，大趨勢可充分掌握，惟理論分析的結果較為平

滑，試驗的結果則有較多高頻的波動反應。 

(4) 實心斷面之兩層樓三維鋁模型構架之驟加衝擊載重試驗顯示，試驗結果與理論

分析結果二者的趨勢極為相符，試驗應變值與理論分析的結果於 50 個正規化

時間內契合的程度相當高。此外，應變訊號抖動的情形已顯少發生，說明鋁構

架模型採用空心斷面或是實心斷面製作，其應力波動的特性將有所差異，空心

斷面之高頻波動之特性須另外建立理論分析模型加以考慮。 
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表 6.1 鋁材之材料性質(空心斷面) 

物 理 量 大 小 

楊氏模數 70GPa  

剪力模數 26GPa  

密   度 2700 3mkg  

斷面尺寸 cmcmcm 2.05.25.2 ××  

斷 面 積 1.840cm  2

慣 性 矩 1.635cm  4

極慣性矩 3.270cm  2

剪力係數κ  122π  

卜桑比ν  0.348 
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表 6.2 鋁材之材料性質(實心斷面) 

物 理 量 大 小 

楊氏模數 70GPa  

剪力模數 26GPa  

密   度 2700 3mkg  

斷面尺寸 cmcm 9.19.1 ×  

斷 面 積 3.61  2cm

慣 性 矩 1.086cm  4

極慣性矩 2.172cm  2

剪力係數κ  122π  

卜桑比ν  0.348 
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Spectrum Relations for the Timoshenko Beam Theory
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圖 2.3白努利樑的撓曲波波速與頻率的關係 
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圖 2.4提摩盛科樑的撓曲波波數與頻率的關係(無阻尼) 
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圖 2.5提摩盛科樑的撓曲波波速與頻率的關係 
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圖 2.6提摩盛科樑的撓曲波波速與頻率的關係(有阻尼) 
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圖 4.2 節點 1的垂直位移。        解;       a  A Ba

 

0 20 40 60 80
10 30 50 70 90

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

-0.5

-0.3

-0.1

0.1

0.3

Solution A
Solution B

N
or

m
al

iz
ed

 D
is

pl
ac

em
en

t

Normalized Time  

圖 4.3 節點 6的垂直位移。      解a ；        A Ba

 56



 

 

照片 6.1(a) 鋁模型剛架 

 
 
 

 

照片 6.1(b) 鋁模型剛架(短向) 
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照片 6.1(c) 鋁模型剛架(長向) 
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圖 6.1(a) 鋁模型剛架(上視圖) 
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圖 6.1(b) 鋁模型剛架-側視圖(短向) 
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圖 6.1(c) 鋁模型剛架-側視圖(長向) 
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掛勾 
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釣魚線 

滑輪支撐柱

質塊 

照片 6.2(a) 加載機構 

 

掛勾 

觸發訊號源(Trigger 
壓電式應變計

照片 6.2(b) 釣魚線固定於掛勾 
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釣魚線 

照片 6.2(c) 釣魚線跨過滑輪 
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照片 6.2(d) 釣魚線懸吊質塊 
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照片 6.2(e) 質塊 

 
 
 

 
照片 6.3 噴燈及釣魚線 
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應變計 

照片 6.4(a) 黏貼於鋁構架模型之應變計 
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照片 6.5 衝擊載重試驗之儀器設備 

 

 

照片 6.6(a) 高頻示波器
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外部觸發通道 

(前視) 



 

RS232接附 

照片 6.6(b) 高頻示波器(後視) 

 

 

 
照片 6.7(a) 訊號調節放大器-惠斯敦電橋(前視) 
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軍用接頭

照片 6.7(b) 訊號調節放大器
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應變計接線
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圖 6.2 軸向波與彎矩波產生之應變(梁桿件 3-6-Right) 
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圖 6.3 軸向波與彎矩波產生之應變(梁桿件 3-6-Left) 
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圖 6.4 軸向波與彎矩波產生之應變(梁桿件 5-11-Front) 
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圖 6.5 軸向波與彎矩波產生之應變(梁桿件 5-11-Bottom) 
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圖 6.6 軸向波與彎矩波產生之應變(梁桿件 8-11-Top) 
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圖 6.7 軸向波與彎矩波產生之應變(梁桿件 8-11-Bottom) 
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圖 6.8 軸向波與彎矩波產生之應變(柱桿件 4-5-Front) 
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圖 6.9 軸向波與彎矩波產生之應變(柱桿件 4-5-Back) 
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圖 6.10 軸向波與彎矩波產生之應變(柱桿件 8-9-Front) 
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圖 6.11 軸向波與彎矩波產生之應變(柱桿件 8-9-Back) 
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圖 6.12 觸發訊號源之製作 
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圖 6.13 壓電式應變計觸發訊號源之歷時 
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圖 6.14(a) 軸向波與彎矩波產生之應變(柱桿件 8-9-Front) 
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圖 6.14(b) 軸向波與彎矩波產生之應變(柱桿件 8-9-Back) 
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圖 6.15 (a) 軸向波與彎矩波產生之應變(柱桿件 7-8-Front) 
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圖 6.15 (b) 軸向波與彎矩波產生之應變(柱桿件 7-8-Back) 
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圖 6.16 (a) 軸向波與彎矩波產生之應變(梁桿件 8-11-Top) 
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圖 6.16 (b) 軸向波與彎矩波產生之應變(梁桿件 8-11-Bottom) 
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圖 6.17(a) 軸向波與彎矩波產生之應變(柱桿件 4-5-Front) 
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圖 6.17(b) 軸向波與彎矩波產生之應變(柱桿件 4-5-Back) 
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